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Vorwort

Was bewegt einen Autor dazu, den unzéhligen Analysiskursen fiir angehende
Ingenieure einen weiteren hinzuzufiigen? Die zu behandelnden Themen sind
ja gegeben: Funktionenlehre, Differential- und Integralrechnung in einer und
in mehreren Variablen, Differentialgleichungen, Vektoranalysis — und die
Kollegen von den Fachdisziplinen konnen sich darauf verlassen, daf alles da
ist.

Die Vorstellung war lange verbreitet, Ingenieur-Analysis sei im wesentlichen
eine Sammlung von Rezepten zur Losung von gewissen Standardaufgaben,
und dem Dozenten obliege es in erster Linie, seinen Studenten diese Rezepte
auf moglichst schonende Art beizubringen. Die betreffenden Skripten wurden
dann von den Studenten als “Kochbiicher” bezeichnet. Demgegeniiber wird
hier das didaktische Konzept vertreten und durchgezogen, daf die Ingenieur-
Analysis in erster Linie einen ungeheuren Vorrat von kraftvollen Begriffen
zur Verfiigung stellt, die zur Modellierung und nachfolgenden Analyse von
realen (physikalischen, technischen, biologischen, ...) Situationen herange-
zogen werden konnen. Dem Leser mufl dabei jederzeit bewufit sein, dafl
das mathematische Universum in der Tiefe offen ist: Die hier behandelten
Formeln, Sétze und Beispiele sind nicht der abschlieBende Analysisbericht,
sondern das Ergebnis eines ersten Ausflugs.

Welchen Niederschlag hat nun die Ankunft von Systemen wie Maple oder
Mathematica in diesem Text gefunden? Es ist wahr: Diese Systeme haben
unseren mathematischen Alltag grundlegend veradndert; wir benutzen sie mit
Selbstverstandlichkeit flirs numerische Rechnen und zum Rechnen mit For-
meln, zum Disponieren und zum Experimentieren. Mit dem Begreifen ist es
aber eine andere Sache; hier helfen nur treffende Begriindungen und Bilder,
zum andern sorgfiltig gewahlte Bezeichnungen und suggestive Formeln. Was
nun den vorliegenden Analysiskurs betrifft, so steht eben das Geometrisch-
Begriffliche im Vordergrund (nein, nicht ¢ und 4); und gerade, weil uns
der Computer langweilige Rechenarbeit abnimmt, haben wir nun mehr Zeit
dafiir. Zum Lé&sen der eingestreuten Aufgaben aber soll der Student mit Lust
den Computer verwenden — sofern natiirlich die betreffende Ausriistung zur
Verfiigung steht. Aufgaben, die sich zur Behandlung mit Maple oder mit
Mathematica eignen, sind mit dem Zeichen (M) markiert; Tutorials fiir diese
Systeme werden allerdings nicht mitgeliefert. Es geniigt, hier festzuhalten,
dafl Aufgaben, wie sie in dieser Analysis vorkommen, sowohl fiir Maple wie
flir Mathematica ein leichtes sein sollten.

Nocheinmal von vorn: Dieser Text handelt im wesentlichen von den Metho-
den und Moglichkeiten der Differential- und Integralrechnung auf der reellen
Achse, in der Ebene und im dreidimensionalen Raum. Dabei geht es weniger



ii Vorwort

um Mathematik “an sich” als darum, einen Apparat bereitzustellen, mit dem
sich Zusténde und Vorgénge in der Auflenwelt, speziell in der Mechanik, in
der Technik, aber auch in der ('jkonomie7 rational beschreiben oder, modern
ausgedriickt: modellieren lassen. Hierzu benctigen wir unter anderem

— einen reichhaltigen Begriffsvorrat,
— geometrisches Vorstellungsvermogen,
— einen Straufl von Sétzen,

— Sicherheit im Rechnen mit Formeln,

— Gewandtheit im Herbeiziehen und Anpassen von gelernten Methoden
und Beispielen,

— das Gespiir fiir die im Einzelfall erforderliche mathematische Prazision:
welche Effekte ohne Schaden vernachlafligt werden konnen,

— die Bereitschaft, im Prinzip irgendeine Sache auf neue Weise zu betrach-
ten und ehrlich zuende zu denken.

Im Zentrum unserer Bemiithungen stehen also nicht Beweise, sondern Vorla-
gen zur mathematischen Beschreibung von Situationen, die sich letzten Endes
(und damit kommen wir auf die Analysis) mit Hilfe von reellen Funktionen
begreifen lassen, sowie Losungsstrategien fiir die Probleme, die dabei zum
Vorschein kommen.

Zirich, im Oktober 1995

Die ungebundene Ausgabe zum Wintersemester 2002/03 ist im wesentlichen
ein korrigierter Nachdruck der 2. Auflage (Springer 1996). Um die Lesbarkeit
zu verbessern, habe ich noch Zwischentitel eingefiigt; dadurch hat sich die
Paginierung veréndert.

Greifensee, im September 2002

Christian Blatter



Read Me

Der ganze Text ist eingeteilt in sechs Kapitel, und jedes Kapitel ist weiter un-
terteilt in Abschnitte. Formeln, die spéater nocheinmal bené6tigt werden, sind
abschnittweise mit mageren Ziffern nummeriert. Innerhalb eines Abschnitts
wird ohne Angabe der Abschnittnummer auf Formel (1) zuriickverwiesen;
3.4.(2) hingegen bezeichnet die Formel (2) des Abschnitts 3.4.

Neu eingefiihrte Begriffe sind am Ort ihrer Definition halbfett gesetzt; eine
weitergehende Warnung (“Achtung, jetzt kommt eine Definition”) erfolgt
nicht. Definitionen lassen sich vom Sachverzeichnis her jederzeit wieder
auffinden.

Sétze (Theoreme) sind kapitelweise nummeriert; die halbfette Signatur (4.3)
bezeichnet den dritten Satz in Kapitel 4. Satze werden im allgemeinen ange-
sagt; jedenfalls sind sie erkenntlich an der vorangestellten Signatur und am
durchlaufenden Schrigdruck des Textes. Die beiden Winkel [ und _|
bezeichnen den Beginn und das Ende eines Beweises.

Eingekreiste Ziffern nummerieren abschnittweise die erlauternden Beispiele
und Anwendungen. Der Kreis () markiert das Ende eines Beispiels.

Jeder Abschnitt wird abgeschlossen durch eine Serie von Ubungsaufgaben.
Aufgaben, die zu einem wesentlichen Teil mit einem System wie Maple oder
Mathematica behandelt werden konnen (und sollen!), sind mit dem Zeichen
1) versehen.

Von Anfang an bezeichnen:

N die (Menge der) natiirlichen Zahlen 0,1,2,3,...,
7 die ganzen Zahlen,

Q die rationalen Zahlen,

R die reellen Zahlen,

C die komplexen Zahlen,

B (fiir “Bits”) die Menge {0, 1}.

Von diesen Zahlensystemen wird im Text noch ausfiihrlich die Rede sein.
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Grundstrukturen

1.1 Zur mathematischen Logik

Einige niitzliche Zeichen

Die sogenannte mathematische Logik ist ein Kalkiil, d.h. ein Gebaude von
Rechenregeln, dessen Objekte A bzw. A(z) nicht Zahlen oder Funktionen,
sondern Aussagen, Aussageformen und deren Verkniipfungen sind.

Fine Aussage ist eine Behauptung oder eine Formel, die so, wie sie da steht,
entweder wahr ist oder falsch.

Bsp: “Die Basiswinkel von gleichschenkligen Dreiecken sind gleich”, “101%94-1
ist eine Primzahl”, “Camel ist eine Automarke”.

Gegebene Aussagen A, B konnen durch die logischen Operationen

= hat zur Folge

— gilt genau dann, wenn

v oder (gemeint ist: oder/und)
A und

= nicht

zu komplizierteren Aussagen verbunden werden. Es geht dann zum Beispiel
darum, den “Wahrheitswert” eines so erhaltenen Ausdrucks zu berechnen,
wenn die Wahrheitswerte der darin auftretenden Variablen A, B, ... gegeben
sind. Ein derartiger logischer Kalkiil wird zum Beispiel beim Aufbau eines
Systems, das komplizierte mathematische Sachverhalte verarbeiten soll, drin-
gend bendtigt.

Fine Aussageform ist ein Text oder eine Formel mit einer freien Variablen =z,
die fiir jeden Wert z eines vereinbarten Grundbereichs in eine wahre oder in
eine falsche Aussage iibergeht.
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Bsp: Die folgenden Aussageformen beziehen sich auf reelle Zahlen z, y und
natiirliche Zahlen n:

22 =5 +6=0,
24yt <1,
1—2z"

1—=x

l+z+2?+... 42"t =

Im Zusammenhang mit Aussageformen treten weitere neuartige Zeichen auf:

N fiir alle

3 es gibt

3! es gibt genau ein
? es gibt kein

Diese sogenannten Quantoren erlauben Aussagen der folgenden Art:

1
Bsp: Yn>1: 1—|—2+...—|—n:n(n2+),
It e[0,2]: cost =0,
Vo Yy : zy=0 & (r=0)V(y=0).

Anstelle des V-Zeichens verwenden wir auch die folgende Klammerschreib-
weise, um den Geltungsbereich einer Formel anzugeben:

2 >0 (x € R).

Ist aus dem Zusammenhang klar, daf§ eine Formel “fiir alle betrachteten
x” gilt, so kann das V-Zeichen oder die Angabe des Geltungsbereichs auch
weggelassen werden.

Bsp: z>y>0 = 0<-X<

IS
S

Fiir unsere Zwecke brauchen wir von der mathematischen Logik nur die ange-
gebenen Zeichen als praktische Abkiirzungen sowie vor allem Klarheit iiber
einige wenige Grunderfahrungen (s.u.).

Eine Bemerkung zum Thema “Gleichheitszeichen”. In den drei Gleichungen
1
2 _ _ L - 2 2,
z*— 12z +35=0, e—zk!, sin“t+cos“t =1
k=0

hat das Zeichen ‘=" ganz unterschiedliche Bedeutung. Die erste ist eine “Bes-
timmungsgleichung” und definiert eine gewisse Losungsmenge. Die zweite ist
eine “Definitionsgleichung” und legt das Symbol e als Abkiirzung fiir den
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rechtsstehenden Ausdruck fest. Die dritte schliesslich ist eine “Identitét”; sie
gilt fiir alle ¢ des vereinbarten Grundbereichs (z.B. R). Um die intendierte
Bedeutung eines Gleichheitszeichens auch graphisch sichtbar zu machen, ver-
wenden wir in diesem Text die folgenden Schreibweisen:

Wird einer noch freien Variablen ein bestimmter Wert zugewiesen oder wird
fiir ein umstéandlich dargestelltes Objekt (das Definiens) ein bestimmter Be-
zeichner (Definiendum) vereinbart, so benutzen wir in der Regel das Zeichen
:= bzw. =:. Der Doppelpunkt steht dabei auf der Seite des Definiendums.
Diese Schreibweise wurde fiir das Programmieren erfunden und hat sich auch
im mathematischen Gebrauch als auflerst praktisch erwiesen.

Bsp: x:=3,
t2—1
t) =
£ =y

| —

Zk" =: €.
k=0

Im zweiten Beispiel wird nicht etwa der Variablen ¢, sondern der Funk-
tionsvariablen f ein bestimmter “Wert” erteilt: f ist jetzt nicht mehr irgend-
eine Funktion, sondern die bestimmte, durch den angeschriebenen Ausdruck
definierte Funktion (wobei sich der Definitionsbereich aus dem Zusammen-
hang ergeben sollte).

Gilt eine Gleichung fiir alle Werte der darin auftretenden Variablen, so be-
nutzen wir gelegentlich das Zeichen =.

Bsp: cos’t+sin’t=1.

Das Zeichen = schliefllich steht fiir die Vorstellung “ist angenéhert gleich”.
Was das mathematisch genau bedeutet, ist in jedem Fall wieder anders und
bleibt ungesagt.

Bsp: =1- =0
sp T2 r  (r=0),

Einige logische Grundtatsachen

Nun zu den angekiindigten Grunderfahrungen!

Ein mathematischer Sachverhalt kann typischerweise die Gestalt
A

annehmen; dabei ist A eine Aussage.
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Bsp: A; := “Die Winkelsumme im Dreieck betragt 180°.”
Ay := “\/2 ist irrational.”

Unter einem direkten Beweis der Aussage A versteht man folgendes: Aus-
gehend von einer Liste (stillschweigend oder ausdriicklich) vereinbarter Ax-
iome wird nach bestimmten Schluffweisen eine Kette von richtigen Aussagen
aufgeschrieben, deren letztes Glied die Behauptung darstellt.

(1D Zum Beweis der Aussage A; bendtigen wir das folgende Axiom: Wech-
selwinkel an Parallelen sind gleich (Fig. 1.1.1). A; ergibt sich dann unmit-
telbar aus der Figur 1.1.2. Der Leser ist aufgefordert, die einzelnen Sétze der
Schlufikette selber zu formulieren. O

<>

Fig. 1.1.2

Bei einem indirekten Beweis der Aussage A nimmt man aufler den verein-
barten Axiomen zusétzlich an, A sei falsch — in anderen Worten: Man fiigt
=4 als Axiom hinzu und kommt nach einer Kette von erlaubten Schliissen zu
einer offensichtlich falschen Aussage, etwa zu “1 = 0”. Hieraus schlieff{t man,
dafl das zugrundegelegte (und als widerspruchsfrei angenommene) Axiomen-
system mit dem Zusatzaxiom —.4 nicht vertrdglich ist. Nach dem “Prinzip
des ausgeschlossenen Dritten” mufl daher A zutreffen.

(2) Wir nehmen zusitzlich zu den Regeln der Arithmetik an, A sei falsch.
Es gibt dann zwei ganze Zahlen p und ¢ mit v/2 = p/q, wobei wir nach Kiirzen
annehmen diirfen, p und ¢ seien nicht beide gerade. Es folgt p? = 2¢?, somit
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ist jedenfalls p gerade: p = 2r, und folglich ¢ ungerade. Wir haben jetzt
4r? = 2¢% bzw. 2r? = ¢2. Hier ist die linke Seite gerade, die rechte ungerade
— ein Widerspruch. O

Mathematische Sachverhalte kommen zweitens in der Form einer sogenann-
ten Implikation daher:

A = B; (1)
dabei sind A und B Aussagen. Interpretation: Vielleicht trifft A zu, vielleicht
nicht. Sicher bzw. bewiesen ist nur: Falls A zutrifft, so trifft auch B zu. B
kann aber ohne weiteres wahr sein und A gleichzeitig falsch. In anderen
Worten: Die Umkehrung von (1), also die Implikation

B = A,

ist mitnichten bewiesen und auch im allgemeinen falsch.

Fig. 1.1.3

@ Es geht um konvexe ebene Bereiche K (Fig. 1.1.3). Ein derartiger Be-
reich besitzt in jedem Randpunkt eine sogenannte Stiitzgerade; das ist eine
Gerade, die K trifft, aber nicht zerlegt. Betrachte die beiden folgenden Aus-
sagen:

A: K ist eine Kreisscheibe.

B: Der Abstand zwischen parallelen Stiitzgeraden von K ist konstant.
Offensichtlich gilt A = B. Die Umkehrung B = A ist aber falsch, denn
es gibt Bereiche konstanter Breite, die nicht Kreise sind, zum Beispiel das
sogenannte Reuleaux-Dreieck (Fig. 1.1.4). O

d|

Fig. 1.1.4
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Logisch dquivalent zur Implikation A = B ist deren sogenannte Kontraposi-
tion

B = -A. (2)

Interpretation: Wenn B nicht zutrifft, dann sicher auch A nicht. Der Leser
ist aufgefordert, hier einen Moment innezuhalten und sich durch Nachdenken
davon zu iiberzeugen, dafl (1) und (2) gleichwertig sind. Oft ist A = B der
interessierende und niitzliche Sachverhalt, aber die Kontraposition ist leichter
zu beweisen.

(@) Gegeben sind ein gleichseitiges Dreieck D der Seitenléinge 2 in der Ebene
sowie ein Vorrat an beweglichen Dreiecken der Seitenldnge a < 2. Es geht
darum, das grofle Dreieck mit Hilfe von kleinen zu iiberdecken. (I"Jberlap—
pungen sind ausdriicklich zugelassen, siehe die Fig. 1.1.5) Betrachte die bei-
den folgenden Aussagen:

A: D 1483t sich mit 5 kleinen Dreiecken iiberdecken.
B: D laft sich mit 4 kleinen Dreiecken iiberdecken.

Fig. 1.1.5

Wir behaupten, es gilt
A= B,

und beweisen dies “durch Kontraposition”, das heifit: Wir beweisen =B =

-A.

Angenommen, 4 kleine Dreiecke reichen nicht aus. Ein Blick auf die Fig. 1.1.6
zeigt, daBl dann notwendigerweise a < 1 ist . Ein gleichseitiges Dreieck
der Seitenlange < 1 kann aber hochstens einen der in Fig. 1.1.6 markierten
Punkte iiberdecken, und da es sechs derartige Punkte hat, reichen 5 Dreiecke
nicht aus fiir eine vollstiandige Uberdeckung von D. O
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Fig. 1.1.6

Noch ein Wort zum Gebrauch der Quantoren V und 3. Viele mathematische
Sachverhalte haben ja die Form

Vo A(x) bzw. dzr: A(z) .

Bsp: Ver>0 Vy>0: \/x_ygx—;y,
de(-)  3s(v) dty=-s(t) AN S@t)=ct).

Zwei gleiche Quantoren diirfen vertauscht werden:

(®) Werden in der Aussage
Ve>0 VYn>1 J1E>0 =c

(dieses ¢ ist die n-te Wurzel aus ¢) die beiden V-Quantoren vertauscht, so
resultiert die gleichbedeutende Aussage

Vn>1 VYe>0 JE>0 =c.

O

Verschiedene Quantoren diirfen hingegen auf keinen Fall vertauscht werden:
@ Der bekannte Fundamentalsatz der Algebra lautet: Jedes Polynom
p(2) = 2" +an_ 12" 4.+ a1z + ao

mit komplexen Koeffizienten a; besitzt wenigstens eine Nullstelle ( € C. In
Zeichen:

vp() 3¢ p(()=0.

Werden hier die Quantoren vertauscht, so kommt offensichtlicher Unsinn her-
aus:

3¢ vp() - p(¢)=0.

(“Es gibt eine komplexe Zahl ¢, so da8 jedes Polynom mit komplexen Koef-
fizienten an der Stelle ¢ den Wert 0 hat.”) O
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Bei abstrakteren Situationen ist es schon schwieriger, die Reihenfolge der
Quantoren im Griff zu behalten:

@ Die Definition der Konvergenz von Folgen lautet (wir werden spéter in
aller Ruhe darauf eingehen): Eine Zahlfolge x. konvergiert gegen die Zahl ¢,
wenn es fiir jede vorgegebene Toleranz € > 0 ein ng gibt, so daf} alle z,, mit
Nummer n > ng innerhalb der Toleranz £ um & liegen (siehe die Fig. 1.1.7)
— in Zeichen:

Ve >0 3dng Yn>ngp: |z, — & <e.
| ° ° |
- _ | .
2 x, & T,
Fig. 1.1.7

Unsinnig ist hingegen die nach Vertauschen der ersten beiden Quantoren
resultierende Konvergenzbedingung

dng Ve>0 Vn>ng : |z, — & < e,

denn das hiele ja: Es gibt ein ng, so daf§ alle x,, mit Nummer n > ng
jede noch so scharfe Toleranzbedingung erfiillen, und das ist natiirlich nur
moglich, wenn alle diese x,, gleich £ sind — eine héchst uninteressante Art
von “Konvergenz”. O

Aufgaben

1. Aus einem Zoologiebuch: “Jede ungebrochselte Kalupe ist dorig und jede
foberante Kalupe ist dorig. In Quasiland gibt es sowohl dorige wie un-
dorige Kalupen.” — Welche der nachstehenden Schliisse iiber die Fauna
von Quasiland sind zulafig?

a) Es gibt sowohl gebrochselte wie ungebrochselte Kalupen.
b) Es gibt gebrochselte Kalupen.

(

(

(c) Alle undorigen Kalupen sind gebrochselt.

(d) Einige gebrochselte Kalupen sind unfoberant.
(

e) Alle gebrochselten Kalupen sind unfoberant.
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2. Hier ist eine Aussage liber Quorge:
(a) Ist ein Quorg glavul, so ropanzt er.

Formuliere (b) die Negation, (c) die Umkehrung, (d) die Kontraposition
der Aussage (a). Welche Implikationen bestehen zwischen (a), (b), (c)
und (d)?

3. Welche der folgenden Aussagen sind giiltige Einwénde gegen das Sprich-
wort “Alles verstehen heifit alles verzeihen”?
a) Niemand versteht alles.
b) Ich verstehe die Eifersucht, aber ich kann sie nicht verzeihen.

(
(
(c) Ich verstehe alles, aber die Eifersucht kann ich nicht verzeihen.
(d) Niemand wiirde alles verzeihen.

(

e) Ich verzeihe die Eifersucht, obwohl ich sie nicht verstehe.

4. Welche der in Fig. 1.1.8 abgebildeten Spielkarten mufl man mindestens
umdrehen, um mit Sicherheit die folgende Frage (x) beantworten zu kon-
nen?

() “Sind alle Karten mit schraffierter Riickseite Asse?”

Fig. 1.1.8

5. Von den folgenden Aussagen ist genau eine richtig:
(a) Fritz hat mehr als tausend Biicher.
(b) Fritz hat weniger als tausend Biicher.

(c) Fritz hat mindestens ein Buch.

Wieviele Biicher hat Fritz?

6. Gegeben sind eine kreisrunde Bisquitdose sowie ein Vorrat von gleich-
groflen kreisrunden Platzchen. Zeige: Lassen sich 6 Pldtzchen nebeneinan-
der in die Dose legen, so auch deren 7. (Hinweis: Beweise die Kontrapo-

sition; vgl. Beispiel @)
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Fig. 1.1.9

7. Die fiinf Teile der Figur 1.1.9 bestehen aus insgesamt 26 Einheitsqua-
draten. Sie sollen “achsenparallel” und ohne Uberlappen in eine Schachtel
mit quadratischer Grundfldche der Seitenldnge 5.94 gelegt werden. Zeige,
daBl das nicht geht.



1.2 Mengen

Reden iiber Mengen

Wir versuchen nicht zu erklaren, was eine Menge ist, und wir werden auch
keine “Mengenlehre” betreiben. In diesem Abschnitt geht es nur darum, die
auf Mengen beziiglichen Schreibweisen und Bezeichnungen festzulegen. Alles
beginnt natiirlich mit der Relation

x €A : “xist Element (Punkt) der Menge A” ,

“ZL‘ in A’?

und ihrer Negation x ¢ A, sprich: “z nicht in A”. Davon zu unterscheiden
ist die Inklusion, eine Relation zwischen zwei Mengen:

AC B : “Die Menge A ist Teilmenge der Menge B” |
will sagen: Jedes Element von A ist auch Element von B, in Zeichen:

Vo : r€A = x€B.

Bsp: 4€Q, 7¢Q, V2ieC, RcC.

Sind a, b, ¢, ..., p, q gegebene Objekte, so bezeichnet zum Beispiel {a, ¢, p} die
Menge, die genau die Objekte a, b und p enthélt, und {a,b,...,q} die Menge,
die genau die simtlichen Objekte a,b, ..., q enthalt. Mit dem Symbol @ ist
die leere Menge gemeint.

Ist X eine vereinbarte Grundmenge (zum Beispiel X := R) und A(z) eine
Aussageform, die fiir jedes einzelne x € X entweder zutrifft oder eben nicht,
so bezeichnet

{zeX | Ax)} bzw. {z| Az)}
die Menge aller derjenigen x € X, fiir die A(x) zutrifft.

Bsp: {z€R ! 1‘4—2x2:0}:{0,\/§,—\/§},
{zeQ ‘ z* —22° =0} = {0},
{zeC’z:E/\zzz—él}:@ (z = z bedeutet: z ist reell).

Zwei Mengen A und B sind gleich, in Zeichen: A = B, wenn jede eine
Teilmenge der andern ist. Die Gleichheit von zwei zunichst unterschiedlich
aussehenden Mengen 148t sich in einfachen Féllen durch eine Schluflkette der
Gestalt

rTEA = ... = ... ... <= z€B
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beweisen; in schwierigeren Féllen braucht es zwei liber verschiedene Wege
laufende Ketten

TEA — ... = ... ... — z€B

und
r€EB — ... = ... ... =z €A.

(D Die folgende Situation kommt immer wieder vor: Wir sollen eine Glei-
chung oder ein Gleichungssystem auflosen. Was ist damit gemeint? Die
gegebene Gleichung,

Bsp: V2 —-1=2—-2,

definiert eine Losungsmenge L. Anstelle dieser “impliziten” Darstellung von
L ist eine “explizite” Darstellung in der Form einer Liste verlangt. Typischer-
weise wird man nun mit Hilfe von geeigneten algebraischen Operationen aus
den gegebenen Gleichungen neue, einfachere Gleichungen herleiten, an denen
die gewlinschte Liste unmittelbar abgelesen werden kann. In unserem Beispiel
erhalt man so nacheinander folgendes:

Voar—-1=2-2 =— 2—-1=2>—42+4 =—

~ 6+1/36-20

22 —6r+5=0 — «x >

r=5V zx=1,

worauf man die Liste L' := {5, 1} als Losungsmenge prasentieren wird. In
Wirklichkeit hat man aber nur L C L’ bewiesen und mufl nun durch Einsetzen
verifizieren, dafl die umgekehrte Inklusion L' C L ebenfalls zutrifft. Dabei
stellt man fest, dafl die Zahl 5 die gegebene Gleichung erfiillt, die Zahl 1 aber
nicht. — Zum Spaf} lassen wir auch Maple (Version V.2) diese Gleichung
16sen:

o solve(sqrt(2*x - 1) = x - 2, x);

1, 5 O

Mengenoperationen

Verschiedene Verkniipfungen erlauben, aus gegebenen Mengen neue Mengen
zu bilden. Wir bendétigen:

Vereinigungsmenge A U B:

Fig. 1.2.1a
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Durchschnitt AN B:

Fig. 1.2.1b
Differenzmenge A \ B:

Fig. 1.2.1c

Die neuen Zeichen sind eingefithrt worden, da die Schreibweisen A+ B, A - B,
A— B fur Konstrukte reserviert bleiben sollten, bei denen tatséachlich “gerech-
net” wird: Sind A und B Teilmengen von R, so definiert man

A—i—B::{:r—i—y‘a:eA A y € B}

und analog fir — und -. Derartige Bildungen spielen bei der sogenannten
Intervallarithmetik eine Rolle.

Besitzen die Mengen A und B einen leeren Durchschnitt, so heiflen sie dis-
junkt, in Zeichen ausgedriickt: A DC B. Den gegenteiligen Sachverhalt:
AN B #0, “A und B schneiden sich”, bezeichnen wir kurz mit A< B.

Sind a und b irgendwelche Objekte, so nennt man die Liste
(a,b)

ein geordnetes Paar. Dieses zweikomponentige Objekt ist wohl zu unterschei-
den von der Menge {a, b}, bei der es nicht auf die Reihenfolge der Elemente
ankommt.

(1) Die Losungen der quadratischen Gleichung 22 — 52 + 6 = 0 bilden die
zweielementige Menge {2,3}. Die Losung des Gleichungssystems

r+2y=>5
e —y=2

hingegen ist das geordnete Paar (z,y) = (1,2). O
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Y (x,y) eRxR

Fig. 1.2.2

A und B seien beliebige Mengen. Dann heifit die Menge
AxB:={(a,b) | ac A beB}

aller aus je einem Element von A und von B gebildeten Paare das karte-
sische Produkt von A und B, weil Descartes mit der Erfindung des Koor-
dinatenkreuzes als erster die Ebene als “Produkt” von zwei reellen Achsen
aufgefait hat (Fig. 1.2.2).

Anstelle von R x R schreibt man natiirlich R?. Analog ist R® die Menge

{(z,y,2) | z,y,2 €eR}

aller geordneten Tripel (z,y,z) von reellen Zahlen und allgemein R™ die
Menge aller sogenannten n-Tupel (z1, xa, ..., z,).

Ist A eine beliebige endliche Menge, so bezeichnet man die Anzahl ihrer
Elemente mit #A oder auch mit |A|.

Bsp: Hier ist ein fundamentales Prinzip der Kombinatorik:

#(Ax B) = #A - #B .

Aufgaben

1. Stelle die folgenden Mengen in geeigneten Figuren anschaulich dar:
(a) {teR|4<t*<16}, (b) {zeC||z—-1+|z+1]=8},
(© {(@y2)eR|2>0,y>0,2>0,z+y+z=1},

(d) {a:e]R{‘ ! <1—f},

l1—=z 2
(e) {(z,y) eR*|1< |z|+ |yl <2},
() {(@yeR||lz—yl+2<|z}.



1.2
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. Zwei an sich unabhéangige reelle Gréflen z und y sind miteinander ver-

kniipft durch die Einschrankung
2 + 62 < 8y —1y?. (*)

(a) Man verschaffe sich eine Ubersicht iiber die Gesamtheit der moglichen
“Zustande” (z,y). Gemeint ist: Man zeichne eine Figur.

(b) Welchen Wert kann die GroBe x unter der Bedingung (*) hoéchstens
annehmen, und wie miiite y gewéahlt werden, damit dieser Maximal-
wert von x tatsachlich realisiert werden kann?

. Es bezeichne A das Innere des Oktaeders mit den sechs Ecken (£1,0,0),

(0,£1,0), (0,0,%£1). Man stelle diese Menge auf moglichst einfache Weise
in der Form A = {(z,y,2) € R*| ... } dar.

. Naef (ein Spielzeugfabrikant) produziert einen kugelférmigen Spielwiirfel,

auf dem die Zahlen von 1 bis 6 aufgemalt sind. Wenn dieser “Wiirfel” auf
einer horizontalen Ebene zur Ruhe kommt, ist allemal eine Zahl zuoberst.
Uberlege, wie dieses Objekt funktioniert, und stelle dessen Hauptkompo-
nente in der Form B = {(z,y,2) e R®| ... } dar.

.Es sei S die Menge aller natiirlichen Zahlen ohne quadratischen Teiler,

T die Menge aller natiirlichen Zahlen mit genau drei Primfaktoren (1
ist keine Primzahl) und U die Menge aller natiirlichen Zahlen < 200.
Bestimme SNT NU.

. Bestimme die Losungsmenge L C R? des folgenden Gleichungssystems:

ve+l4+y=1
%2 — /24y +25=5 |

(Hinweis: Ve ist nur fiir ¢ > 0 definiert und bezeichnet die nichtnegative
Losung ¢ der Gleichung t? = ¢ )
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Es geht hier um die Verwendung der natiirlichen Zahlen zum Z&ahlen und
zum Nummerieren, weniger ums Rechnen in N. — Im folgenden sind j, k,
I, m, n Variable fiir natiirliche oder ganze Zahlen, auch wenn das nicht an
jeder Stelle ausdriicklich gesagt wird. Fiir Mengen von aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen verwenden wir die folgende Notation:

{keZ|p<k<q} = [p..q].

Summen- und Produktzeichen

Wir beginnen mit der Erklarung des Summenzeichens ) : Es seien p und ¢
beliebige ganze Zahlen, und die Objekte a; (Zahlen, Vektoren, Funktionen,
..) seien fiir alle k € [p..q] definiert. Dann ist

Z = (¢<p),
E =

ap+ap+1+ap+2+ Faq (¢=p).
Die Anzahl der Summanden ist also = ¢ — p + 1. Die Variable k& heif3t
Summationsvariable. Der Wert der Summe héngt ab von den Werten der
Summanden a; und von den Summationsgrenzen p und ¢, hingegen nicht
davon, welcher Buchstabe als Summationsvariable gewahlt wurde.

D Sei etwa
- (k+1)(k+3)
P ok -1
Dann ist
5 5 5
_ _ )(J +3)
YD IR LA R
k=1 j=1 j=1

2-4 3-5 4-6 5-7 6-8 422

Die Zuweisungen
bo = 3, bl = 5, b2 = 6, b3 = 4, b4 =2

liefern
4

4
> b - 10% = 24653, > b 1077 =3.5642 .
k=0 k=0
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Mit den doppelt indizierten Summanden cy; := k/j? lassen sich zum Beispiel
die folgenden Summen bilden:

=1 187 O

Gelegentlich ist es niitzlich, unter dem Summenzeichen eine Variablentrans-
lation vorzunehmen, zum Beispiel “k + 1 durch £ zu ersetzen”. Das geht
so vor sich: Im Ausdruck fiir a; wird die Summationsvariable k vermoge
k= k" —r bzw. k +r = Kk’ durch eine neue Variable k' ausgedriickt, wobei
die “Verschiebungszahl” r frei gewahlt werden kann. Damit dieselben Dinge
wie vorher aufsummiert werden, muf die Variable &’ von p+r bis ¢+ laufen.
Am Schlufl kann der Strich wieder weggelassen werden. Im ganzen sieht das
SO aus:

q q+r q+r
Sa= Y awe= 3w
k=p k'=p+r k=p+r
@ In der Summe
n
1 1 1 1
Sy 1= = i+ —— 1
" ;k(k+1) 12ta3™ +n(n+1) (1)
ist 1 1 1
aj, = = (2)

Hieraus folgt

k=1
1 1 1 1 1 1 1
=Gt G Pt A G )
(eine teleskopierende Summe)
B I n
n+1 n+1

Es ist also gelungen, die Reihe (1) zu summieren, das heifit: eine ) -freie
Darstellung von S,, anzugeben. Wir behandeln nun dieses einfache Beispiel
noch einmal mit Hilfe einer Variablentranslation. Aufgrund von (2) ist

1 1
Sn:;E—;k—H- (3)
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In der zweiten Summe setzen wir k := k' — 1 bzw. k + 1 = k’; dann geht £’
von 2 bis n + 1, und wir erhalten

1

3
t

3
+
=

1

1
E+l =W

NE

=
Il

1

x
||
e
Il

2

wobei der Strich zum Schlufl wieder weggelassen wurde. Aus (3) ergibt sich

nun
:Z__Zk _n+1
wie oben. O

Analog zum Summenzeichen wird das Produktzeichen [] erklart:

9

q
I[or = 1 (a<p
ko . co.oraq (g>p) .

ap - Ap+1

~— —

Beachte: Das “leere Produkt” hat definitionsgemafl den Wert 1. Als Beispiel
diene die Fakultat(funktion)

ol :=1, n! = Hk:1-2-3-...-n (n>1)

(gelesen “n-Fakultét”). Bekanntlich zahlt n! die Anzahl Arten, n unterscheid-
bare Objekte in eine Reihe zu legen oder von 1 bis n zu nummerieren. Im
Gegensatz zur Summe 1+2+3+...+n la8t sich n! nicht miihelos berechnen.
Fiir grole n gibt es die Stirlingsche Naherungsformel

n! = 27m<ﬁ) .
e

Bsp: 10! = 3628 800; die Stirlingsche Formel liefert 10! = 3 598 695.622 .

Mit Hilfe der Fakultit werden die sogenannten Binomialkoeffizienten

(n) o n! ~nn—-1)---(n—k+1)
KT Rm—k) il

(gelesen “n tief k”) gebildet, die ebenfalls in der Kombinatorik eine Rolle
spielen. Beispiel: Eine n-elementige Menge besitzt genau (Z) verschiedene k-
elementige Teilmengen (s.u.). Die Binomialkoeffizienten geniigen verschiede-
nen Identitdten, so zum Beispiel der folgenden, die dem sogenannten Pas-
calschen Dreieck (Tabelle der Binomialkoeffizienten) zugrundeliegt:

(50 ()= () 2
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[ Indem man auf den Generalnenner bringt, erhilt man

n! n! n!
SR O I T Sk
(n+1)!

T K+ 1k -

k+(n—k+1))

Vollstandige Induktion

Zu den Grundeigenschaften von N gehort das Prinzip (Axiom) der vollstén-
digen Induktion:

Es sei A(n) eine Aussageform iiber nattirliche Zahlen n. Trifft A(0) zu und
gilt fiir alle n > 0 die Implikation A(n) = A(n + 1), so trifft A(n) fiir alle
n € N zu.

Um mit Hilfe dieses Prinzips nachzuweisen, da§ A(n) fiir alle nattirlichen n
zutrifft, hat man hiernach folgendes zu tun:

1. Man muf verifizieren, dafl A(0) zutrifft. (Verankerung)

2. Man muf einen fiir alle n > 0 giltigen Beweis liefern, dafl die Aussage
A(n + 1) zutrifft, wenn man annimmt, da§ A(n) zutrifft. (Induktions-
schritt)

Wir geben dazu zwei Beispiele.

(3 Es soll das folgende Sitzlein bewiesen werden: Ist n > 2 und 0 < zj < 1
fir 1 <k <n, so gilt

n

Hl—xk >1—Zxk. (5)

(Diese Ungleichung ist dann interessant, wenn alle xj sehr klein sind. Sie
besagt: Werden mehrere Rabatte hintereinander abgezogen, so mufi man
mehr bezahlen, als wenn einfach die Rabattsétze addiert werden.)

[ Wir bezeichnen die zu beweisende Formel (5) mit As (n) . Verankerung:
Fiir n := 1 gilt anstelle von > das Gleichheitszeichen, d.h. A (1) trifft zu. —
Induktionsschritt: Wir zeigen, dal A~ (n + 1) schon aus der abgeschwéichten
Voraussetzung A (n) folgt:

n+1

[T =) =

k=1 k

=

(1 —2g) - (1= 2np1)
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n

n n
> (1 — Zm) (1=2pg1)=1- Za?k — Tpy1 + Zaﬁkéfnﬂ
k=1 k=1 k=1
n+1

>1—ka. N
k=1
O

(@ Es bezeichne T'(k,n) die Anzahl der verschiedenen k-elementigen Teil-
mengen der Menge {1,2,...,n}. Durch Induktion “nach n” beweisen wir:

n

T(k,n) = (k> O0<k<n).

Die Aussage A(n) hat hier folgende Form: Fiir alle & zwischen 0 und n trifft
ein bestimmter Sachverhalt zu.

[ Verankerung: 7(0,0) =1 = (8). — Induktionsschritt: Man erhélt eine

k-elementige Teilmenge von {1,...,n, n+ 1} ={1,...,n} U{n+ 1}, indem
man

— entweder eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n} bildet

— oder eine (k—1)-elementige Menge von {1,...,n} bildet und das Element
n + 1 hinzunimmt.

Die Anzahlen der genannten Teilmengen stehen hiernach in der folgenden
Beziehung zueinander:

T(k,n+1) = T(k,n) + T(k —1,n) .

Nach Induktionsvoraussetzung und (4) ist folglich

T(kyn+1) = (Z) + (kﬁ1> = <n:1> .

@ Wir betrachten das Produkt

oL

Po=JJ0+a) =@ +z)d+z2)(l+23) - (1+ )
k=1

als Funktion der Variablen zq, ..., x,,. Wird rechter Hand tatsachlich aus-
multipliziert, so entstehen insgesamt 2" Summanden. Jeder Summand ist ein
Produkt einer gewissen Auswahl von insgesamt n Einsen und Ixen. Ordnet
man die Summanden nach steigender Aufladung mit Ixen, so hat man

P=1+ (m+aet...F+z) + ( :iz2 + ;123 + ... + Tpaz, )

alle (g) moglichen Produkte von je zwei Ixen

+ ( T1XoX3 + T1X2Tg4 + ... + Tp_—9Tn_1Tn ) + ... 4+ 12Ty .

alle (g) moglichen Produkte von je drei Ixen
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Es sei jetzt x eine fest gegebene reelle (oder komplexe) Zahl. Setzen wir alle
x = x, so hat einerseits P den Wert (1 4+ z)", und andererseits hat jedes
Produkt von r Ixen den Wert . Wir erhalten daher

1+az)" =1+ <T>x+ (Z)x2+...+ (Z)ﬁ
> (1)

(Binomischer Lehrsatz). Wir werden spéter sehen, dafi diese Formel auf
beliebige reelle Exponenten o (anstelle von n) umgeschrieben werden kann.
Dabei entsteht die sogenannte Binomialreihe. O

In diesen Zusammenhang gehort das Prinzip der rekursiven Definition. Eine
Folge . (zum Beispiel von Naherungswerten fiir eine gesuchte Grofle &)
&8¢t sich festlegen durch die Vorgabe von x¢ und eine Vorschrift, die fiir jedes
n > 0 den Wert x,,+1 zu berechnen gestattet, wenn alle vorangehenden Werte
o, L1, ..., Ly bekannt sind. Computer lieben das heif3; besonders, wenn zur
Berechnung von x,, 1 nur die zuletzt gefundenen Werte zj, gebraucht werden.
Es ist dann nicht notig, alle x; zu speichern, und das Rechenprogramm hat
die Struktur einer “Schleife”.

(6) Es sei ¢ > 1 eine fest vorgegebene Zahl. Betrachte die durch

1 c
To 1= C, Tnt1 = 5 (:Cn + x_) (n>0)

rekursiv definierte Folge x. von positiven Zahlen. Wir zeigen:

lim z, =+c.

[ Man hat
(Tn — V/0)?

2x,,

1
Tpy1 — Ve = — (22 +c—2w,\/c) =

2%,

; (6)
insbesondere ist x,, > /c > 1 fiir alle n > 0. Wir schreiben (6) in der Form

Tn+1 — \/E = Qn(mn - \/E)
mit Y
Tn —Ve 1
- - < —
2%, 2
und schlieflen daraus, dafl nach jedem Rechenschritt der Abstand zwischen

2, und /¢ hochstens noch halb so grofl ist wie vorher. Hieraus folgt schon
die Behauptung. N

0<gqy:=
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In Wirklichkeit ist die Konvergenz noch wesentlich besser, namlich “quadra-
tisch”. Nach einigen Schritten ist bestimmt z,, — /¢ < 1, und von da an
sorgt (6) bzw.

1
Tny1 — Ve < 5(1‘71 —Ve)?

dafiir, daf sich die Zahl der richtigen Dezimalstellen mit jedem Schritt im
wesentlichen verdoppelt, denn es ist zum Beispiel 0.001? = 0.000001 .

Bsp: Fiir ¢ := 100 erhalt man nacheinander

100.0
50.5
26.24
15.03
10.84
10.03
10.000 053
10.000 000 00 . O

Aufgaben

1. Zeige mit vollstandiger Induktion:

2
2
(a) Durch n Geraden “in allgemeiner Lage” wird die Ebene in U

Gebiete zerlegt. (Hinweis: Jede weitere Gerade zerlegt eine ganz be-
stimmte Anzahl der schon vorhandenen Gebiete in zwei Teile.)

(b) Fiir beliebiges « > —1 und fiir jedes n € N gilt

(14+z)" > 1+4+nx (Bernoullische Ungleichung) .

(c) Die Summe aller weder durch 2 noch durch 5 teilbaren natiirlichen
Zahlen < 10n betrigt 20n2.

- n{n n - 2 2
() Zkgz (n+1)(2 +1)’ (@) Zkgzk(lwrl) .
k=1 k=1

6 4

2. (M) Bestimme den Koeffizienten beim Term x?y7 in der Entwicklung von

(3 — 52+ Ty)'3 .
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Begriff des Korpers

Nicht ganzzahlige Groflien werden bekanntlich mit Hilfe von gemeinen Brii-
chen oder mit Hilfe von Dezimal- bzw. Dualbriichen dargestellt oder wenig-
stens approximiert.

Die gemeinen Briiche

lg (pEZ,qGNZl)

bilden zusammen den Korper Q der rationalen Zahlen. In der Analysis ar-
beiten wir mit dem umfassenderen Korper R der reellen Zahlen — davon
unten mehr. Der Begriff Korper bezeichnet den Sachverhalt, daf in dem be-
treffenden System die vier Grundrechenarten unbeschréankt ausfithrbar sind
(ausgenommen natiirlich die Division durch 0) und dafl die iiblichen Rechen-
gesetze gelten, zum Beispiel

r+y=y+ax, (x+y)+z=a+ (y+2)
0-2=0, —(—z)=ua,
z-(y+z2)=z-y + -z,

allgemeiner:

me : Zyk = Z Zi Yk »
=1 k=1

1<i<m, 1<k<n
z-y=0 =— =0V y=0
und weitere dieser Art.
Dariiberhinaus sind Q und R geordnet, das heifit: Fiir je zwei Zahlen x und
y gilt genau eine der Beziehungen
r<y, T=Y, T>Y.

Beziiglich dieser Ordnung gelten die iiblichen Regeln iiber das Rechnen mit
Ungleichungen, zum Beispiel
<y AN(y<z) = xz<z (Transitivitat),
r<y — xta<y+ta,
(a>0) AN (z<y) = axr<ay,
(a<0) AN (z<y) = axr>ay (1),
1 1
r>y>0 = 0<—<-—
Z Yy

und weitere dieser Art.
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Eine Teilmenge von R der Form
{reR|a<z<b} = [a,b]
heiflt ein abgeschlossenes Intervall, und
{reR|a<z<b} =:la,bf

ist ein offenes Intervall. Fiir unendliche Intervalle verwenden wir die folgen-
den Bezeichnungen:

RZa:z{xER‘mZa}, R>a::{x€R’x>a}.

| O > T
0% 1 4
Fig. 1.4.1
(D Fiir welche z € R gilt
7%+ 2z
< 3xr—47
po| x (%)

Da x — 1 beiderlei Vorzeichen annehmen kann, darf man nicht einfach her-
aufmultiplizieren, sondern muf} Fallunterscheidungen vornehmen. — Im Fall
x> 1ist

—= *+2r<(r—1)3x—4)=32"—-Tr+4
— 22 —924+4>0
<~

(%)

2z — 4)(z — %) >0

= =>4

(w < % ist mit « > 1 nicht vereinbar).

Gilt jedoch von vorneherein x < 1, so erhilt man analog

(x) <= 22422>(x—1)(3zx—4)

1
= 2(m—4)(x—§)<0
1
= §<x<1.

Die gesuchte Menge ist somit die Vereinigung der beiden Intervalle R< 4 und
|%,1], siehe die Fig. 1.4.1. O
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Betrags- und Signumfunktion

Mit Hilfe der Ordnung definiert man die Betragsfunktion (Fig. 1.4.2)

_ _l (z > 0),
|z| := absx := { . (x<0).
Bsp: -5<0 = |—-5|:=—(-5)=5.
Yy
y= ||
x
y=x Yy=-
Fig. 1.4.2

Die Grofie |z| ist immer > 0 und stellt den Abstand des Punktes z vom
Ursprung dar. Es gilt (Fig. 1.4.3):

lz] <e = —e<z<e.

Fig. 1.4.3

Allgemein ist |z —a| der Abstand des Punktes = vom Punkt a auf der Zahlen-
geraden, und es gilt

lr—al<e <= a—e<zx<a+te.
Die Betragsfunktion ist multiplikativ:
jz -yl = 2|yl
und sie geniigt der sogenannten Dreiecksungleichung:
[z 4yl < [z + [yl

die bei Fehlerabschatzungen eine zentrale Rolle spielt.
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Tritt die Betragsfunktion in einer definierenden Gleichung auf, so sind im
allgemeinen Fallunterscheidungen notwendig.

(@) Wir behandeln die folgende Aufgabe: Man zeichne den Graphen der
Funktion
fx) = }2— |1 —xH — |z| .

Die Terme |1 — z| und |x| bewirken, daf jedenfalls an den Stellen 0 und 1
“etwas passiert”. Wir haben daher vorweg drei Falle, die sich (wegen der

duBeren | - |-Klammer) unter Umsténden weiter aufteilen.
1: z<0 (= 1—-22>0)
Hier ist

f(z) = |2—(1—x)’ —(—x)=14+=z| + =.
Wir unterscheiden daher weiter: Im Fall
11: z2<-1 (= 142<0)
gilt
fl)=—-(1+=z)—(-z)=—1,
und im Fall
12: —-1<z<0 (= 14x22>0)

hat man

fle)=14z—(—x)=1+4+2x.

2: 0<z<1l (= 1+z22>0).

Hier ist

fl@y=2-(1-2) —z=142 —z=1+z-2=1.

3: z>1 (= 1-2<0).
Man hat
flx) = ‘2+(171‘)‘ —x=3—z — =z
und muf} daher weiter unterscheiden: Im Fall
31: 1<z<3 (= 3—-z2>0)

gilt
fle)=3—z—x=3—-2z,
und im Fall
32: >3
schliefllich
flz)=—B—z)—2z=-3.

Alles in allem erhalten wir den in Fig. 1.4.4 dargestellten Graphen. O
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Fig. 1.4.4

Die in der Betragsfunktion verlorengegangene Information iiber x ist gespei-
chert in der Signumfunktion (Fig. 1.4.5)

1 (x>0),
sgnz:=<¢ 0 (x=0),
-1 (x <0)
Yy
= sgnzw
1 Y g
x
-1
Fig. 1.4.5
Es gelten folgende Identitaten:
x=sgnz-|z|, sgn (z-y) =sgnx-sgny ;

die Signumfunktion ist also ebenfalls multiplikativ.

Von den rationalen zu den reellen Zahlen

Die hier behandelten Rechenregeln gelten zunéchst in QQ, dann aber auch in R.
Was sind denn iiberhaupt “reelle Zahlen”? Schon die Pythagorder wuften,
daf} die rationalen Zahlen fiir eine befriedigende Theorie des Quadrats nicht
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ausreichen. Es wird aber berichtet, dafl “der Mann, der als erster die Be-
trachtung der irrationalen GroBen aus dem Verborgenen an die Offentlichkeit
brachte, durch einen Schiffbruch umgekommen sei, und zwar deshalb, weil das
Unaussprechliche und Bildlose fiir immer hétte verborgen bleiben sollen.”

R ist also eine Erweiterung, “Vervollstandigung” von Q. Um hiervon eine
gewisse Vorstellung zu vermitteln, nehmen wir allerdings zuerst eine Ausdiin-
nung von Q vor, indem wir von den gemeinen Briichen nur noch die behalten,
deren Nenner eine Potenz von 10 bzw. von 2 ist — in anderen Worten: indem
wir zu endlichen Dezimal- bzw. Dualbriichen iibergehen. Dies entspricht auch
unserem tatsachlichen Umgang mit reellen Zahlen in der Rechenpraxis; denn
das numerische Rechnen mit gemeinen Briichen ist ziemlich umstandlich. Es
beginnt damit, dafl verschiedene Briiche, zum Beispiel % und %, ohne wei-
teres dieselbe Zahl darstellen kénnen und daf sehr nahe beieinanderliegende
Zahlen sehr verschiedene Darstellungen haben:

233 377

295 ST 4.0000017 .
610 987 | =

Vor allem aber pflegen die Nenner beim Aufaddieren von Zahlenkolonnen ins
Uferlose zu wachsen.

Wir betrachten also fiir einen Moment nur noch rationale Zahlen a der

speziellen Form

a = % (peZ,seN)
und bezeichnen die Menge dieser Zahlen mit ID. Jedes a € D besitzt eine im
wesentlichen eindeutig bestimmte Darstellung als (endlicher) Dualbruch:

a="*06...0281080-B182...8s", Bre€B (r<k<s)

(r <0 und s > 0 héngen von a ab). Diese Darstellung codiert den folgenden
Sachverhalt: .\
a== Z O 27k
k=r

Das Rechnen mit Dualbriichen ist ja genial einfach, und es ist auch von
bloflem Auge moglich, eine Liste von Dualbriichen der Grofie nach zu ordnen.

Anmerkung: Anstelle von Dualbriichen kénnte man auch Dezimalbriiche
nehmen.

In Fig. 1.4.6 wurde versucht, den kaskadischen, das heift: sich in immer
kleineren Maf)stdben reproduzierenden Charakter der Menge D zeichnerisch
umzusetzen. Algebraisch gesehen ist D ein Ring (das heifit: Addition, Sub-
traktion und Multiplikation sind in DD unbeschrankt moglich), aber kein Kor-
per mehr, denn die Division von Dualbriichen geht im allgemeinen nicht auf.
Das 148t sich verschmerzen, da D in der Menge aller reellen Zahlen dicht
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~1/2 0 1/2

Fig. 1.4.6

liegt (siehe die Figur) und man sich in der Praxis mit einer hinreichenden
Approximation zufrieden gibt.

So lauft zum Beispiel der in der Schule gelernte Divisionsalgorithmus auf
folgendes hinaus: Es seien a und b gegebene Dualbriiche, b # 0, deren Quo-
tient a/b als Dualbruch dargestellt werden soll, und es sei € > 0 eine beliebig
kleine vorgegebene Toleranz, zum Beispiel € := 272°. Dann kann man (durch
“Herunterholen von Nullen”) immer ein ¢ € D finden, so daf gilt:

g< - <qg-+e.

SallES!

In anderen Worten: Der vom Divisionsalgorithmus gelieferte Dualbruch ¢ ist
weniger als € von der “gemeinten” Zahl a/b entfernt.

(3 Zur Erliuterung rechnen wir im vertrauteren Dezimalsystem. Es soll
die Zahl a/b := 83/19 in einen Dezimalbruch “entwickelt” werden. Der Divi-
sionsalgorithmus liefert

a b q
83. : 19 = 4.36842
7.0
1.30
.160
80
40
2 (“Rest”) .

Wird an dieser Stelle abgebrochen, so gilt einerseits gb < a (wegen des
Restes) und anderseits (¢ + 107°)b > a (sonst wire die letzte Stelle von
g nicht 2 gewesen). Zusammen ergibt sich

q<%<q+10_5,

wie oben allgemein beschrieben. O
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Fiir den Rest dieses Abschnitts treffen wir die folgende Vereinbarung: latei-
nische Buchstaben a, b, z, ... sowie € bezeichnen Dualbriiche und griechische
Buchstaben «, 3, ... reelle Zahlen.

Die “reellen Zahlen” sind gewisse ideale Objekte, mit denen wir etwa folgende
Vorstellungen verkniipfen:

(a) Die reellen Zahlen bilden einen geordneten Korper.

(b) Jede reelle Zahl « 148t sich beliebig genau durch Dualbriiche von unten
anndhern. Genau: Zu jeder noch so kleinen Toleranz € > 0 (zum Beispiel
g :=2720) gibt es ein a € D mit

a<a<a-+e.

(¢c) Ista=aundb=p,sogilta+b=a+pFunda-b=a-3.

Dieser entscheidende Sachverhalt ermoglicht, in Gedanken und Formeln
zwei “unendlich genaue” reelle Zahlen exakt miteinander zu multiplizie-
ren und dann dieselbe Rechnung mit endlichen Dualbriichen numerisch
zu simulieren.

(d) Jeder “unendliche Dualbruch” stellt eine reelle Zahl dar, und umgekehrt:
Jede reelle Zahl besitzt eine im wesentlichen eindeutige Darstellung als
“unendlicher Dualbruch”.

(Die Elemente von D besitzen genau zwei derartige Darstellungen, alle
andern reellen Zahlen genau eine. So stellen zum Beispiel 0.1111... und
1.0000. .. beide die Zahl 1 € R dar.)

(@ Die reelle Zahl o := 4/7 besitzt die nicht abbrechende Dualbruchent-
wicklung

0.10010010010010... (= 3+ 5+ s+ o1 +--- =

SIS

)

und &8t sich folglich durch die endlichen Dualbriiche

0.1

0.1001
0.1001001
0.1001001001001

besser und besser approximieren. O
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Daf} sich nach diesen vagen Vorstellungen tatséchlich ein logisch konsistentes
System R aus D (bzw. aus Q) fabrizieren 148t, hat Dedekind 1872 als erster
bewiesen. In diesem System sind dann nicht nur so einfache Zahlen wie v/2
(bzw. 4/7 wieder) vorhanden, sondern “iberabzahlbar viele” (s.u.) weitere,
darunter natiirlich e und 7, und alle lassen sich mindestens in Gedanken mit
unendlicher Genauigkeit erfassen, addieren und multiplizieren.

Der geometrische Gehalt dieser Erweiterung ist folgender: Die zu D hinzuge-
fligten Zahlen bilden sozusagen den “Leim”, der die in Fig. 1.4.6 dargestellte
kaskadische Struktur zu einem vollstdndig homogenen Kontinuum macht. So
ist es zum Beispiel moglich, D mit einer Axt in eine Untermenge A und eine
Obermenge B zu spalten, ohne dabei eine einzige Zahl zu beriihren,

Bsp: A::{xeD}x<\/§}, B::{xEID)‘x>\/§}.

Hier gibt es zwischen jedem einzelnen z € A und v/2 unendlich viele weitere
Zahlen von A. Eine derartige Zerlegung von R ist jedoch nicht moglich:
Wird R auf irgendeine Weise in eine Untermenge A und eine Obermenge B
gespalten, so hat entweder A ein maximales Element oder B ein minimales
Element. Jedenfalls beriihrt die Axt eine wohlbestimmte reelle Zahl a.

Die Reichhaltigkeit von R 148t sich auf verschiedene Weise analytisch charak-
terisieren. Vom konstruktiven Standpunkt aus, das heifit: fiir das Definieren
und das konkrete Berechnen von reellen Gréflen (z.B. e oder ), ist folgende
Fassung am zweckmaéfigsten:

(1.1) Jede monoton wachsende und beschrinkte Folge (ay)ken von reellen
Zahlen ist konvergent gegen eine wohlbestimmte reelle Zahl c.

[ Fiir den Beweis bené6tigt man natiirlich den genauen Konvergenzbegriff.
— Wir spalten R in die Untermenge A derjenigen £, die von wenigstens
einem «y, libertroffen werden, und in die Obermenge B derjenigen &, die von
keinem «y, tibertroffen werden. Weder A noch B sind leer. Die Axt trifft eine
wohlbestimmte Zahl o € R, und dieses « ist der behauptete Grenzwert: Ist
ein (beliebig kleines) £ > 0 vorgegeben, so liegt o — € in A, es gibt also ein
n mit o, > o —e. Wegen der Monotonie liegen daher alle ay; mit Nummer
k > n im Intervall o — ¢, a]. N

Die obige Vorstellung (d) 148t sich nunmehr folgendermafien konkretisieren:
Ein “unendlicher Dualbruch”, zum Beispiel

1.10110011101... ,
besitzt Anfangsstiicke

ag:=1, a;:=11, ap:=11, az:=1101, ay:=1.011,
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Die aj bilden eine monoton wachsende Folge von reellen Zahlen, und diese
Folge ist natiirlich beschrankt: Da alle Ziffern 3j gleich 0 oder 1 sind, gilt

n n
an:ao—l—ZﬁkQ*k§a0+22*k<a0+1
k=1 k=1

fiir alle n. Somit besitzt die Folge a. nach (1.1) einen wohlbestimmten Grenz-
wert o € R, und dieses « ist die von dem betreffenden “unendlichen Dual-
bruch” représentierte reelle Zahl.

Aufgaben

1. Stelle die folgenden rationalen Zahlen im Dualsystem dar:
(a) 6423, (b) 643/7, (c) 324/761.
2. Bestimme die ersten 15 Stellen der Dualbruchentwicklung von .

3. Die Funktion f sei definiert durch

x+2 (x < —1)
flz):=<¢ —x (-1<z<1)
x—2 (x >1)

Stelle f mit Hilfe der Betragsfunktion durch einen einzigen, fir alle z € R
giiltigen Ausdruck dar.

4. Beim Stand 165.50 seines Tageskilometerzéhlers passiert ein Automobilist
eine Tafel “Landesgrenze 29 km” und beim Stand 173.20 die Tafel “Lan-
desgrenze 22 km”. Beim Stand 179.45 kommt er zu einer Tankstelle. Wie
weit ist es jetzt noch zur Landesgrenze (auf 150 m genau)? — Hierzu
soll man annehmen, dafl die Angaben auf den Tafeln nach der nichsten
ganzen Zahl gerundet sind.

5. Die Funktionen f,,: R — R seien rekursiv definiert durch

f0($) = |‘T|7 fn—l—l(x) :|1_fn($)| (HZO) :
Zeichne den Graphen von figg.

6. Bestimme die Menge der z € R, welche die folgende Ungleichung erfiillen:

T+ 3
-1

> x| .
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In diesem Abschnitt werden nur Bezeichnungen festgelegt.

Wir beziehen uns zunéchst auf die Fig. 1.5.1. Die im folgenden angebotenen
Bezeichnungen werden wir in freier Weise abwechselnd benutzen:

Yy
5
P=(zy)=z
Yy
’ ey = (0,1)
B
. x
O e, =(1,0) x
Fig. 1.5.1
Allgemeiner Punkt: P=(z,y)=2;
spezielle Punkte: O=(0,0)=0, e,=(1,0), e, =(0,1);

Abstand vom Ursprung: |OP| = /22 +y? = |z| =71
Abstand zweier Punkte: |PiP2| = /(22 — 1)%2 + (y2 — y1)? = |22 — 21| .

Winkel und Argument

Sind z; und zs beide # 0, so bezeichnet /(z1,z2) den nichtorientierten
Winkel zwischen den von 0 ausgehenden Strahlen durch z; und durch zs.
Hierunter versteht man die Lange w des kiirzeren von den beiden Bogen, die
die zwei Strahlen aus dem Einheitskreis herausschneiden (siche die Fig. 1.5.2).
Es ist immer 0 < w < 7.
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Nach dem Cosinussatz ist
|20 — 21| = |21|* + |22|* — 2|21| |z2| cosw
und somit
(w2 = 21)” + (2 — y1)? = 2% + 47 + 25 + 95 — 2/z] |22 cosw .

Es folgt
122 + Y1Y2

Vi +yi/ad+ 3

Durch diese Gleichung ist w € [0, 7] eindeutig bestimmyt.

CoOsw =

Der Gegenuhrzeigersinn wird als positiver Drehsinn angesehen. Mit dem
Symbol (X (z1,22) bezeichnen wir den orientierten Winkel zwischen den
beiden Strahlen 0z; und 0zs. Hierunter versteht man den erforderlichen
Drehwinkel, wenn der Strahl 0z; in positivem Sinn in den Strahl 0z, gedreht
werden soll. Dieser orientierte Winkel ist nur bis auf additive Vielfache von
27 bestimmt (Fig. 1.5.3).

Z1

& .

2

Fig. 1.5.3

Ob in einer gegebenen Situation mit orientierten oder besser mit nichtorien-
tierten Winkeln gearbeitet werden soll, mufl im Einzelfall entschieden werden.
Nichtorientierte Winkel haben auch im dreidimensionalen Raum einen Sinn,
orientierte nicht von vorneherein.

Ist z = (z,y) # 0, so heifit

(e, 2) =: arg(z,y) =: ¢

das Argument oder der Polarwinkel des Punktes z. Der Figur 1.5.4 entnimmt
man die Identitat

arctan% (x >0)

arg(z,y) =

arctan% +7 (x <0).
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z=(z,y)

Fig. 1.5.4

Ohne weitergehende Verabredungen ist das Argument ¢ eines Punktes (z,y)
nur bis auf additive Vielfache von 2m, oder, wie man auch sagt: modulo 27
bestimmt. Hierauf braucht man aber in vielen Féllen keine Riicksicht zu
nehmen, und man kann ¢ wie eine gewohnliche reelle Variable behandeln.

Die Groflen r und ¢ heiflen die Polarkoordinaten des Punktes (z,y). Es gelten
die folgenden Umrechnungsformeln, die man ohne weiteres an der Figur 1.5.4

verifiziert:

QSZT'COqu b r:\/x2—|—y2

ZW. .

y=rsing ¢ = arg(z,y)
Ist f: [a,b] — R eine (stetige) Funktion der Variablen x, so beschreibt die
Gleichung y = f(x) bekanntlich eine (im folgenden mit G(f) bezeichnete)
Kurve in der (x,y)-Ebene, den sogenannten Graphen von f:

G(f) = {(xy) eR® [a<z<b A y=f(2)}.

Ist weiter h > 0 fest, so ist der Graph der Funktion fj,: z + —f(z — h) zum

Graphen von f kongruent, aber gegentiber G(f) um h nach rechts verschoben
(Fig. 1.5.6).

Y G(fr)

fn(@)

Fig. 1.5.5
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Es sei jetzt f: [a, 8] — R eine nichtnegative (stetige) Funktion der Vari-
ablen ¢. Die Gleichung

r=f¢) (a<¢<p), (1)

zwischen den Polarkoordinaten r und ¢ der Punkte (z,y) € R? 1ift sich
ebenfalls als Gleichung einer Kurve v auffassen. Man nennt (1) die Polar-
darstellung dieser Kurve. Die einzelnen Punkte von v werden erhalten, indem
man fiir jedes ¢ € [a, 3] auf dem Strahl arg(z,y) = ¢ von O aus die Lénge
r:= f(¢) abtriagt (Fig. 1.5.6). Weiter: Ist § > 0 fest, so ist die Kurve 4" mit
der Polardarstellung

r=f(¢—9) (a+0< ¢ < B+9)

zu v kongruent, aber gegeniiber v um den Winkel § in positivem Sinn gedreht.

Fig. 1.5.6

(D) Es seien a > 0, ¢ # 0 fest gegeben. Dann ist

v:oor= ae??® (:: f(qﬁ)) (=00 < ¢ < )

die Polardarstellung einer logarithmischen Spirale (Fig. 1.5.7). Wird ~ von
O aus um den Faktor ¢ > 0 gestreckt, so besitzt die resultierende Kurve ~,
die Polardarstellung

Ye: T = cae’? (:: fc(¢) )
Nun gilt (identisch in ¢)
fe(@) = ae®?t18¢ = qet970) — f(¢ — 5);

dabei wurde zur Abkiirzung — log ¢/q =: § gesetzt. Hieraus folgt: . ist kon-
gruent zu v (und nicht etwa “gréfler”), aber um den Winkel § gegeniiber
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(¢>0) (g<0)
Fig. 1.5.7
(6%
v, P
a/

Fig. 1.5.8

gedreht. Auf dem Grabstein von Johann Bernoulli, der als erster die logarith-
mische Spirale untersucht hat, steht die Inschrift: “FEadem mutata resurgo”.

Wir zeigen weiter: v schneidet jeden von O ausgehenden Strahl unter dem-
selben (nur von ¢ abhéngigen) Winkel «y.

[ Es sei P ein Spiralenpunkt im Abstand rp vom Ursprung und a der
fragliche Winkel bei P (Fig. 1.5.8). Wird die Spirale v im Verhéltnis ¢ :=
a/rp von O aus gestreckt, so resultiert eine neue Spirale .. Der Punkt P geht
dabei tiber in den Punkt ) im Abstand a vom Ursprung, und -, schneidet
dort den Strahl OP unter dem Winkel o/ = «. Andererseits konnen wir
nach dem Vorangehenden die Spirale v, auch erhalten, indem wir v um den
Winkel § = —log¢/q drehen. Dabei geht der Punkt A in @ iiber, und es ist
o' = ag. Da P € v beliebig war, folgt die Behauptung. N

O
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Fig. 1.5.9

Verschiedene raumliche Koordinatensysteme

Im dreidimensionalen Raum werden die kartesischen Koordinaten entweder
mit x, y, z oder mit x1, x2, x3 bezeichnet. Fiir die Behandlung von konkreten
Beispielen, etwa eines Ellipsoids mit gegebenen Halbachsen a, b, ¢, sind z, y,
z handlicher; bei allgemeinen Erérterungen aber sind x1, x2, 3 unbedingt
vorzuziehen. Die beiden Bezeichnungsweisen sind in der Figur 1.5.9 und in
den folgenden Formeln festgehalten.

em:(LO)O):ela ey:(oaLO):eQa ez:(07071):e3;
|OP| = /22 +y?2+22=]r|=r bzw. \/a?+ai+a2i=|x|=r;
|OP'| =+/z2+y2=p.
Werden dreidimensionale Situationen betrachtet, so ist es iiblich, die Polarko-
ordinaten in der (x,y)-Ebene mit p, ¢ (anstelle von 7, ¢) zu bezeichnen. —
Man beachte, dal wir in jedem Fall ein Rechtssystem zugrundelegen: Wird

der Vektor e, um 7/2 in die Richtung von e, gedreht, so riickt ein mitge-
drehter Korkzieher in die Richtung von e, vor (Fig. 1.5.10).

Fig. 1.5.10
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Die durch arg(z,y) = const. charakterisierten Halbebenen M im (z,y, z)-
Raum heiflen Meridianebenen. Die Meridianebenen werden “nummeriert”
durch die Argumentvariable ¢, die laufenden kartesischen Koordinaten in
einer Meridianebene sind p (> 0) und z (Fig. 1.5.11). Ist eine Situation rota-
tionssymmetrisch beziiglich der z-Achse, so bietet sie in allen Meridianebenen
denselben Aspekt, und dieser Aspekt 148t sich vollstandig mit Hilfe der Vari-
ablen p und z beschreiben.

Fig. 1.5.11

Bsp: Eine Drehfliche S ist vollstindig bestimmt durch ihre in der (p, z)-
Halbebene liegende Meridiankurve 7, (Fig. 1.5.12).

Fig. 1.5.12

Die angemessenen Koordinaten zur Behandlung einer derartigen Situation
sind die Zylinderkoordinaten p, ¢, z. Hier sind p und z die wesentlichen
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Variablen; die Variable ¢ ist von diesen separiert und féllt in vielen Fallen
aus der Rechnung heraus.

Um die Zylinderkoordinaten in kartesische Koordinaten umzurechnen, mufl
man sich nur vergegenwértigen, dafl p, ¢ gerade Polarkoordinaten in der
(z,y)-Ebene sind (Fig. 1.5.11):

T =pcos¢ p=Vrtty?
y = psin¢ bzw. ¢ = arg(z, y) . (2)
2=z 2=z

(2 Rotiert ein in der (p,z)-Halbebene gezeichneter Kreis um die z-Achse,
so entsteht ein sogenannter Torus, genau: eine Torusfliche T' (Fig. 1.5.13).
Analytisch tritt T auf folgende Weisen in Erscheinung:

—  Gleichung der Meridiankurve vy;:
(p—a)’+2°=b*,
— Gleichung des Torus in Zylinderkoordinaten (die Variable ¢ fallt her-
aus!):
(p—a)*+22=b%,

— Gleichung des Torus in kartesischen Koordinaten:
(Va?+y?— a)2 + 22 =07,

— Parameterdarstellung der Meridiankurve:

=a + bcos
ar {p CHOCOS <y <om),
z = bsiny
— Parameterdarstellung des Torus:
x = (a+ bcostp)cos o
T: y = (a+ bcosv)sin ¢ 0<y<2r,0<¢<2m).

z =bsiny

(Der Begriff der Parameterdarstellung wird erst in Abschnitt 2.1 offiziell ein-
gefiihrt.) O
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Tm

Fig. 1.5.13

Ersetzt man in den Meridianebenen M die (fiir M) kartesischen Koordinaten
p, z durch Polarkoordinaten r, 8, so gelangt man zu den Kugelkoordinaten
r, ¢, 8; dabei kann die Variable 6 nur Werte im Intervall [—g, %] annehmen.
Die Ortsbestimmung auf der Erdkugel erfolgt mit Kugelkoordinaten: ¢ ist
die geographische Linge, 6 die geographische Breite. (Anmerkung: Ver-
schiedene Autoren messen den Winkel # von der positiven z-Achse aus; 6
variiert dann im Intervall [0, 7 |, und die nachstehenden Formeln sind gering-

fiigig zu modifizieren.)

Aus der Figur 1.5.11 ergeben sich die Formeln

{pzrcosG b {rzw/p2+z2

z=rsinf 0 = arg(p, z)
und mit (2) folgt

x = rcosfcos ¢ r=z2+y?+ 22

y = rcosfsin ¢ bzw. ¢ = arg(z,y) . (3)
z=rsinb 0 = arg(\/x% + y2, 2)

Hier ist vor allem der Formelsatz links von Bedeutung. Man benétigt ihn, um
gegebene Gleichungen und Funktionsausdriicke von kartesischen auf Kugelko-
ordinaten umzuschreiben.

(3) Eine Fliege besteigt einen halbkugelfsrmigen Pudding vom Radius 1;
sie kann aber nicht steiler als 45° gehen (Fig. 1.5.14). Aufgabe: Die sich
ergebende Kurve und deren Lénge zu bestimmen.

Im (¢, #)-Gradnetz sieht die Kurve etwa so aus, wie in Fig. 1.5.15 gezeichnet,
denn am Anfang (6 = 0) ist die Wand vertikal, und fiir § > § kann die Fliege
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Fig. 1.5.14

direkt auf ihr Ziel lossteuern. Man hat daher

u(6 0
¢::{() (0<o<T)

0 (§<60<3)

SR

mit einer unbekannten Funktion () und u(%) =: ¢p.

v
/2 T
/4
(45 )
¢0
Fig. 1.5.15

Nach (3) besitzt die gesuchte Raumkurve in der ersten Phase folgende Pa-
rameterdarstellung:

z(6) = cos 0 cos u(0)
y(0) = cosOsinu(h) (0 <h<
z(0) =sind

) . (4)

1

Die 45°-Bedingung lauft darauf hinaus, daf3
dz = \/dx? + dy?
ist (Fig. 1.5.16), und fithrt damit auf die Differentialgleichung

22(0) = 2"(0) + 5 (9) .
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N
P

X

Fig. 1.5.16

Die nach Einsetzen von (4) resultierende Differentialgleichung fiir die unbe-
kannte Funktion «(f) kénnen wir hier nicht behandeln. Hingegen kdnnen
wir die Lange der gesuchten Kurve berechnen: In der ersten Phase ist die
reale Steigung stets 45°. Da dabei die Hohe Az = v/2/2 gewonnen wird
(Fig. 1.5.15), betriigt die Linge des zugehdrigen Kurvenstiicks v2 Az = 1.

Die Gesamtlange der Kurve ist daher 1 + 7. O
Aufgaben
1. Die z-Achse sei Achse eines Rotationskegels bzw. -doppelkegels vom hal-

. Zeige: Wird die Kurve y = ce

ben Offnungswinkel &+ Man gebe die Gleichung dieses Kegels
(a) in kartesischen Koordinaten,

(b) in Zylinderkoordinaten,

(c¢) in Kugelkoordinaten.

. Es sei P ein Punkt einer logarithmischen Spirale im Abstand r vom Zen-

trum. Die Spirale schneide den Strahl OP unter dem Winkel a. Stelle
Uberlegungen an iiber die von P aus bis zum inneren “Ende” gemessene
Lange der Spirale.

A (—0o < & < 00) in y-Richtung affin
gestreckt, so ist die resultierende Kurve zur Ausgangskurve kongruent.

. Eine Fliege mochte moglichst schnell zur Spitze eines aufrechten Kreis-

kegels (Hohe h, halber Offnungswinkel o) gelangen. Sie kann aber nicht
steiler als 45° gehen. An welches “Bewegungsgesetz” soll sie sich hal-
ten? Wie sieht die entstehende Kurve + von oben aus? Wie lang ist
v? (Hinweis: Startet die Fliege im Punkt (htana,0,0), so ist die Start-
richtung eine Linearkombination der Vektoren m := (—tana,0,1) und

e.)

. Die Funktion f: R®> — R sei in Kugelkoordinaten durch folgenden Aus-

druck gegeben:
f(r,0,¢) :=r? (sin(2¢) cos® 6 + (sin ¢ + cos ¢) sin(26)) .

Bestimme den Ausdruck fiir f in kartesischen Koordinaten.



1.6 Vektoralgebra

Begriff des Vektors

Aus der Physik ist bekannt, da§ gewisse Grofien (zum Beispiel Kréfte, elek-
trische Feldstdrke, Geschwindigkeiten) am besten als Pfeile oder eben als
“Vektoren” dargestellt werden, die an einem bestimmten Raumpunkt “an-
greifen” oder in anderen Fallen frei parallel verschiebbar sind. Die “Vek-
torrechnung” handelt vom praktischen Umgang mit derartigen Groflen; sie
wurde in erster Linie im Hinblick auf physikalische Anwendungen ersonnen
und funktioniert so nur im R3.

Mathematisch treten die Vektoren auf verschiedene Arten in Erscheinung:
— als gerichtete Strecken AB, dargestellt als “Pfeil von A nach B”,

— als Ortsvektoren von Punkten,

— als “Aquivalenzklassen von gerichteten Strecken”

— als halbfette oder mit einem Pfeil versehene kleine Buchstaben: a, ¥,

ai
— als Zahlentripel (a1, a2, a3), oft als Kolonnenvektoren [a2] und selten
as
als Zeilenvektoren a1 ag as].

Diese Vielfalt der Auffassungen und Darstellungen hat zur Folge, dafi man
sich erst nach einiger Ubung in der Welt der Vektoren zurechtfindet.

Fig. 1.6.1

Zur Einflihrung der Vektoren bedienen wir uns der Sprache der Elemen-
targeometrie. So wird die Summe a + b von zwei Vektoren a und b anhand
der Figur 1.6.1 (“Parallelogramm der Krifte”) definiert und dhnlich fiir jeden
Vektor a und eine beliebige Zahl A € R das A-fache des Vektors a geometrisch
erklart (s.u.). Im einzelnen sieht das etwa folgendermafien aus (wir verzichten
natiirlich auf einen strengen Aufbau):

Ein geordnetes Paar von Punkten A, B € R?® bezeichnen wir im jetzigen
Zusammenhang mit AB und nennen AB einen im Punkt A angreifenden



1.6 Vektoralgebra 45

Vektor oder, etwas ungenau, einen Vektor. Wir zeichnen dafiir einen Pfeil
mit Anfangspunkt A und Spitze in B. Der Vektor OB heifit Ortsvektor des
Punktes B (siehe die Fig. 1.6.2).

Fig. 1.6.2

Sind die Strecken AB und C'D gleich lang und gleichsinnig parallel, das heifit:
Gibt es eine Translation 7 : R® — R? mit 7(A) = C und 7(B) = D, so
werden AB und CD fiir die Zwecke der Vektorrechnung als dquivalent, d.h.
als Représentanten desselben Vektors v angesehen (Fig. 1.6.3). Man schreibt
(unter Mibrauch des Gleichheitszeichens) AB = CD =: v, wobei eben in v
keine Information mehr {iber den Angriffspunkt vorhanden ist. Fiir Vektoren
verwenden wir wenn immer moéglich halbfette lateinische Buchstaben.

D

A= (ab ay, GB)

Fig. 1.6.3

Der Betrag oder die Lange eines Vektors v ist gleich der Lénge jeder reprasen-

tierenden Strecke:
lv| := |AB] .

Die Koordinaten des Vektors v := AB sind die drei Zahlen
(v1,v2,v3) = (b1 —a1,by —az,bs —as) .

Ist AB = CD, so liefert das Paar C'D dieselben Koordinatendifferenzen
wie AB; die Koordinaten (vy, vz, vs) eines Vektors v sind also wohldefiniert.
Insbesondere ist, unter Mifibrauch des Gleichheitszeichens,

OB = (b1,b2,b3) =: b,

was zum Ausdruck bringt, dafl ein Punkt und sein Ortsvektor als dasselbe
Ding angesehen werden kénnen. Der Buchstabe b bezeichnet also (Fig. 1.6.4):
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— den Punkt B,

— das Tripel (b1, b2, b3),

— den Ortsvektor OB,

— irgendeinen zu OB &quivalenten Vektor.

Daran mufl man sich gewt6hnen.

B=(by,by,b3)=b

QB: <b17 b27 bS) =b

Fig. 1.6.4

Summe und skalare Vielfache von Vektoren

Die Summe a + b zweier Vektoren ist geometrisch durch die bekannte Figur
1.6.1 erklart, in Koordinaten ist

a+b = (a1 +b1,a2 + ba,a3 + b3) ,

wobei man beweisen miifite, daf3 diese “analytische Definition” auf dasselbe
hinauslauft wie die geometrische. Die Addition von Vektoren ist kommutativ
und assoziativ:

a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+c.

Ferner gibt es zu jedem Vektor AB =: v den entgegengesetzten Vektor —v :=
BA (siehe die Fig. 1.6.5); es ist

—v = (—v1, —v2, —v3) v+ (—v) =0 (Nullvektor) .

- B

Fig. 1.6.5
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Durch
b—a:=b+ (—a)

ist dann auch die Subtraktion definiert, und es gelten die iiblichen Rechen-
regeln. Insbesondere ist (Fig. 1.6.6)

AB = b—a.

Fig. 1.6.6

Ist weiter A € R eine beliebige Zahl (in diesem Zusammenhang als Skalar
bezeichnet), so ist Aa erklart durch die Figur 1.6.7 und die Festsetzung

[Aal := |A|]a] .

Aa

(A>0) / 9

Fig. 1.6.7
Wie erwartet, gilt dann in Koordinaten
Aa = (Aay, Aag, Aag) ;
ferner hat man die plausiblen Rechenregeln

0a=0, la=a, (-l)a=—a,
AMa+b)=Xa+ \b, A+ p)a=Xa+pa

und andere.
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Ein Vektor e der Lange 1 ist ein Einheitsvektor. Die Spitzen der in O
angehefteten Einheitsvektoren bilden zusammen die (zweidimensionale) Ein-
heitssphare

S5* = {ecR’®|le|=1}.

Zu jedem Vektor a # 0 erhilt man durch Normierung einen Einheitsvektor e,
der in dieselbe Richtung zeigt wie a, und zwar ist e gegeben durch (Fig. 1.6.8)

1
|al

S2

Fig. 1.6.8

Jeder Vektor x laBt sich (in eindeutiger Weise) als Linearkombination der
drei Basisvektoren e, €3, e3 darstellen (Fig. 1.6.9):

3

X = I1€e; + Toes + Tr3ze3 = E Tref .
k=1

Die drei Vektoren zpei (1 < k < 3) sind die Komponenten von x in den drei
Achsenrichtungen.

Fig. 1.6.9
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Bemerkung: Der dreidimensionale Raum, versehen mit der hier behandel-
ten additiven Struktur, ist dem allgemeinen Begriff des Vektorraums Pate
gestanden. Hierunter versteht man ein System von irgendwelchen Objekten,
genannt Vektoren, die unter sich addiert und mit Skalaren A € R gestreckt
werden konnen, so dafl die “iiblichen Rechenregeln” gelten.

(D Die Losungsmenge £ der Differentialgleichung
y//// — 0

ist nicht eine Menge von Zahlen (oder von Punkten (z,y) ), sondern eine
Menge von Funktionen: Gesucht sind diejenigen Funktionen ¢+ —y(t), fiir die
y""(t) = 0 ist. Wie man sich leicht tiberlegt, besteht £ aus den sdmtlichen
Polynomen

p(t) = ap + ait + ast® + azt® (g, a1, 02,03 €R) .

Die Menge £ ist somit nicht einfach “ein Sack voll Funktionen”, sondern
besitzt eine bestimmte algebraische Struktur: L ist ein vierdimensionaler
Vektorraum. Die vier Monome

ex(-):  ti—tF (0<k<3)

bilden eine Basis dieses Vektorraums, und jedes p(-) € L ist eine wohlbe-
stimmte Linearkombination der ey(-). Fir das angeschriebene p(-) sieht das
folgendermaflen aus:

3
() = ) _arex(t) .
b kzzokk O

(2) Gegeben sind N Punktmassen m; in den Punkten 4; (1 < i < N).
Gesucht ist der sogenannte Schwerpunkt dieses Systems (Fig. 1.6.10). —

Beachte: Der Index i nummeriert die Punkte, nicht die Koordinatenvariablen,
die wir hier iibungshalber mit x, y, z bezeichnen.

z
Ajmy A,y
a;
A3, m3
T Yy

Fig. 1.6.10
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Der Schwerpunkt S ist definiert durch die sogenannte Momentenbedingung

N
> miSA; = 0.
i=1

Wegen SA; = a; — s folgt

N

N N
0:Zml(az —S) = Zmzal — (Zml)s

i=1
und somit

S S "

1=
in Worten: s ist das gewichtete Mittel der a;. Sind alle Massen m; gleich, so
hebt sich der gemeinsame Wert heraus, und man hat

N
s = ;ai .
In Koordinaten sieht das folgendermaflen aus: Es sei
a; = (z3,¥i,2:) (1<i<N)
und s = (&,7,¢). Die Formel (1) gilt dann auch “koordinatenweise”:

2T _ > My . > Mz
Z m; 9 77 - E m; ) - Z m; . O

(3) Gegeben sind ein Punkt A mit Ortsvektor a und ein Vektor p # 0. Die
Gerade g durch A in Richtung p hat folgende Parameterdarstellung, wobei
x den Ortsvektor des laufenden Punktes X € g bezeichnet:

£= ¢

g: x(t) =a+tp (—oo <t < o0).

Insbesondere ist x(0) = A, x(1) = B (Fig. 1.6.11). Beachte: Dieselbe Gerade
kann verschiedene derartige Parameterdarstellungen haben, da zum Beispiel
der “Anfangspunkt” A durch g nicht vorbestimmt ist.
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Bsp: Gegeben seien A := (2,1,7) und p := %(2, —2,1). Der Vektor p ist ein
Einheitsvektor. Verwenden wir Koordinaten x, y, z, so haben wir

g: r(t) =(2,1,7) + %(2, -2,1) (—o0 <t < o0)

bzw. )
t) =24 =t
x(t) +3
2
y(t)zl—gt (—oo <t <00).
(8) = 7+ =t
2(t) = -
3

Eine Parameterdarstellung der Ebene ¥ durch drei gegebene Punkte A, B,
C' erhélt man folgendermafien (Fig. 1.6.12): Setze p := AB, q := AC. Dann
wird ¥ produziert durch

2 x(u,v) = a+ up + vq (—oo<u< oo, —00<v<00).

Man beachte, dafl wir zur Parameterdarstellung einer sogenannten “zweidi-
mensionalen Mannigfaltigkeit”, vulgo: Flache, zwei Parameter u, v beno-

tigen. O

Fig. 1.6.12

Skalarprodukt

Je zwei Vektoren a, b lassen sich auf zwei Arten miteinander multiplizieren.
Wir behandeln zunéchst das sogenannte Skalarprodukt, auch inneres Pro-
dukt genannt. Hier ist das Resultat der Multiplikation eine Zahl.
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Sind die beiden Vektoren a und b beide # 0, so ist der nichtorientierte Winkel
¢ = Z(a,b) wohldefiniert (Fig. 1.6.13). Das Skalarprodukt von a und b ist
dann geometrisch erklart durch

aeb := |a||b| cos¢ (= asa=|a]?).

Das Skalarprodukt ist

> 0, wenn a und b einen spitzen Winkel einschlieflen,
=0, wenn a und b aufeinander senkrecht stehen,

< 0, wenn a und b einen stumpfen Winkel einschlieflen,
und definitionsgeméf

=0, wenn a = 0 oder b = 0 ist.

b

5|

Fig. 1.6.13

(1.2) Das Skalarprodukt ist eine symmetrische bilineare Funktion von zwei
Vektorvariablen, das heifit: Es gilt

(a) asb = bea,
(b) Aasb = A(a+b),
(c) as(x+y) = aex+asy.

[ (a) und (b) sind ziemlich klar. Beim Beweis des Distributivgesetzes (c)
dirfen wir wegen (b) annehmen, a sei ein Einheitsvektor, den wir im wei-
teren mit e bezeichnen und festhalten. Jeder Vektor x besitzt eine wohlbe-
stimmte Orthogonalprojektion in die Richtung von e. Bezeichnen wir diese
e-Komponente von x mit X, so gilt (Fig. 1.6.14):

Xe = |X|cospe = |x]||e| cospe
und somit nach Definition des Skalarprodukts:

Xe = (eex)e . (2)
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Fig. 1.6.14

Wie man der Figur entnimmt, ist
(X +¥)e =Xe +Ye
und somit wegen (2):
(es(x+y))e=(e+sx)e+ (ery)e=(esx+esy)e.
Hieraus folgt (c¢) durch Koeffizientenvergleich. N

Da die drei Basis-Einheitsvektoren e; paarweise aufeinander senkrecht stehen,
gilt

€1 €1 — €ge€y = €33 — 1, €1¢°€9 — €93 —€3°€; — 0
oder in anderer Schreibweise:
Vi,Vk: e; e — 5ik7

wobei das praktische Kronecker-Delta folgendermafien definiert ist:

_J1  (i=k),
Oik = {o (i k).

Damit sind wir auch imstande, das Skalarprodukt “in Koordinaten auszu-
driicken”: Ist a = (a1, asz,a3), so kénnen wir schreiben

3
a= E a;€; ,
i=1

analog fiir b. Aufgrund der Bilinearitit ergibt sich daher
3 3
asb = (Z aiei) . (Z bkek)
i=1 k=1
= Zalbk (ei -ek) = Za,bk (5zk .
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Auf der rechten Seite geben nur die drei Summanden mit ¢ = k einen Beitrag,
und wir erhalten die Formel

3
asb = Zaibi = a1by + azbs + asbs

i=1

die auch als “analytische Definition” des Skalarprodukts bezeichnet wird.

@ Der von zwei Vektoren a, b (beide # 0) eingeschlossene Winkel ¢ :=
Z(a,b) ist bestimmt durch

a+b N CL1b1 + a2b2 +CL3b3
lal-[bl  \/a? + a2 + a2 \/b? + b3+ b3

cos ¢ =

Bsp: Fiir a:=(—2,—1,2) und b := (2,2,0) ergibt sich

s Z2 2D 2420

V9- V8

folglich ist ¢ = 37 /4. O

@’.

(®) Gegeben sind ein Einheitsvektor n und ein Punkt A = (ay,as,as3).
Gesucht ist die Gleichung der Ebene 3, die auf n senkrecht steht und durch
A geht.

Betrachte einen allgemeinen Raumpunkt X. Es gilt (Fig. 1.6.15):

XeY < xp=d=a, ﬁ (nex)n = (nea)n

<= nex=n-a,

Fig. 1.6.15
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(a>0)

1) P
Fig. 1.6.16

wobei wir an der Stelle (x) die Formel (2) verwendet haben. Die rechte Seite
dieser Schlufikette ist die vektorielle Gestalt der gesuchten Ebenengleichung.

Es sei zum Beispiel n := (%, —%, %) und A := (5,1, —3). Dann lautet die
zugehorige Ebenengleichung in Koordinaten:

2 1 2 2 1 2
3.%'1 3332—|— 3.%'3 3 5) 3 + 3( 3)
Es sei d = an und somit |« der Abstand der Ebene ¥ vom Ursprung

(Fig. 1.6.16). Betrachtet man anstelle von A den Punkt D als vorgegebe-
nen Punkt, so erhélt man als Ebenengleichung

nex =ned .
Wegen ned = ne«(an) = o kénnen wir dies in der Form
nex =« (In| =1)

schreiben, wobei nun « eine geometrische Bedeutung hat und der durch X
nicht vorbestimmte Punkt A nicht in Erscheinung tritt. O

(6) Gesucht ist die Gleichung des Doppelkegels K mit Spitze S, Achsenrich-
tung a und halbem Offnungswinkel w.

Wir betrachten wieder einen allgemeinen Raumpunkt X. Mit den Bezeich-
nungen der Fig. 1.6.17 gilt:

XeK < ¢=wV ¢=T—w <= cos’¢=cos’w

[CE
(x) |x—sl*-|a?
2
— ((x—s)ea)” =[x—s*|al’ cos®w,

wobei wir an der Stelle () das Ergebnis von Beispiel (4) verwendet haben.
Die letzte Gleichung ist die gesuchte Kegelgleichung.
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Fig. 1.6.17

Bsp: Fiirs:=0,a:=(1,1,1) und cosw := 1//3 wird
(x —s)ea=xea=2x1 +T2+ 23 .

Damit erhalt man die Kegelgleichung

1
(21 @2 +@3)° = (a1 + 23 +23) -3 3,

vereinfacht:
T1X9 + ToX3 + X3x1 = 0.
Die drei Koordinatenachsen sind Mantellinien dieses Kegels. O
Vektorprodukt
Die r Vektoren aj, as, ..., a, heiflen linear unabhingig, wenn sie einen

r-dimensionalen Teilraum des R3 aufspannen. Ein Vektor ist linear un-
abhéngig, wenn er # 0 ist; zwei Vektoren sind linear unabhéngig, wenn sie
eine Ebene aufspannen, drei Vektoren, wenn sie den ganzen Raum aufspan-
nen, das heifit: wenn sie nicht in einer Ebene liegen (Fig. 1.6.18).

Das Vektorprodukt a x b (ein Vektor!) der zwei Vektoren a und b ist wie
folgt definiert: Sind a und b linear abhéngig, so ist a x b := 0. Sind a und
b linear unabhéngig, so ist a x b festgelegt durch (Fig. 1.6.19):

— JaxDb|:=|a|]|b] sin¢,

— a X b steht senkrecht auf a und auf b,

— die drei Vektoren a, b, a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssy-
stem.
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ag

al a2

Fig. 1.6.18

Folgerungen:

(a) axb=0 <= aund b sind linear abhéngig.

Merke: Verschwinden des Skalarprodukts signalisiert die Orthogona-

litdt, Verschwinden des Vektorprodukts die lineare Abhangigkeit von
zwei Vektoren a und b.

(b)  |axb|ist der Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelo-
gramms (Fig. 1.6.20).

Fig. 1.6.20
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() bxa= —axb, axa=0.
(d) e1><e1:e2><e2:e3><e3:0;
e Xeg=e3, ey Xez3=e, e3Xe =ey,
bzw. Vi: e;11 Xej0=2¢;.
In der letzten Formel ist die Indexvariable ¢ “modulo 3” zu nehmen, siehe
auch die Fig. 1.6.21.

€3

€1

Fig. 1.6.21

(1.3) Das Vektorprodukt im R? ist eine schiefsymmetrische bilineare vektor-
wertige Funktion von zwei Vektorvariablen. Insbesondere gilt

(a) Aa x b = Aaxb),
(b) ax (x+y) =axx+axy.
[ (a) ist ziemlich klar. — Beim Beweis von (b) diirfen wir annehmen, a

sei ein Einheitsvektor, den wir im weiteren mit e bezeichnen und festhalten.
Es seien E die zu e senkrechte Ebene durch 0, weiter P: R?* — R? die Or-
thogonalprojektion auf F und D: R? — R3 die Drehung um die Achse e um
den Winkel 7 (Fig. 1.6.22). Wir behaupten, es gilt

VxeR?: D(P(x)) =exx. (3)
Der Figur entnimmt man
ID(P(x))| = [P(x)] = [x]sing = [x|[e] siné = |e x x|

und die Richtung stimmt auch. Damit ist (3) bewiesen.

Aus P(x+y) = P(x) + P(y) und der analogen Identitit D(x’ + y’) =
D(x’) + D(y’), angewandt auf x’ := P(x) und y’ := P(y), folgt nun

ex (x+y)=D(P(x+y)) = D(P(x)+ P(y)) = D(P(x)) + D(P(y))
=eXX t+exy. |
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Fig. 1.6.22

Wir kénnen nunmehr auch das Vektorprodukt “in Koordinaten” ausdriicken.
Aus

a = aie; + aze2 + ases , b = bie; + byes + b3es
folgt mit (1.3) und Folgerung (d):
a X b:a1b1e1 X e +alb2€1 X e2+a1b3e1 Xez+...

=0+aibyes —ajbses + ...

= (agbg — agbg)el + ...,

wobei wir hier die Rechnung nur unvollstandig wiedergegeben haben. Damit
ergibt sich als “analytische Definition” des Vektorprodukts die Formel

axb = (a2bs — aszby,azby — a1bs, a1by — azbr)

(zyklische Vertauschung!). Eine praktische Merkregel fiirs Kopfrechnen ist
der Fig. 1.6.23 zu entnehmen.

Fig. 1.6.23
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Bsp: a = (2 -3, 5)
b = (-1, 7. 4
axb = (—47, —13, 11)

(@) Gegeben sind eine Gerade
g: x(t)=a+tp

sowie ein Punkt YV (Fig. 1.6.24). Gesucht ist eine vektorielle Formel fiir den
Abstand d des Punktes Y von der Geraden g. Man erhalt
. 1 .
d=ly—alsing =5 plly —alsing

und somit nach Definition des Vektorprodukts:

L lpx(y-a)

p| ' O

Fig. 1.6.24

Ein Koérper drehe sich mit Winkelgeschwindigkeit w > 0 um die Achse
a durch O. Es sei e der durch die Korkzieherregel bestimmte Einheitsvektor
auf a (Fig. 1.6.25). Der Vektor & := we heifit Winkelgeschwindigkeitsvektor
dieser Drehbewegung.

Uber die Geschwindigkeit v (= v(x)) eines Masseteilchens an der Stelle x
148t sich folgendes sagen:

(a)  (vgl. Beispiel 7)) |v|=wd=wlexx|=|we x x|;
(b) v L1Y¥ undsomit v lwe, v.1lx;

(c) das Tripel we, x, v ist ein Rechtssystem.

Aus (a)—(c) ergibt sich die wichtige kinematische Formel

V=0XX. (4)
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(w>0)

Fig. 1.6.25

Spatprodukt und andere mehrfache Vektorprodukte

Es gibt drittens ein Produkt von drei Vektoren a, b, ¢ — das sogenannte
Spatprodukt [a,b,c]. Sind die drei Vektoren linear unabhéngig, so span-
nen sie ein Parallelepiped oder eben einen Spat vom Volumen V > 0 auf
(Fig. 1.6.26). Wir definieren

0 (a, b, c linear abhéingig),
[a,b,c] := <V (a, b, c ein Rechtssystem),
—V  (a, b, c ein Linkssystem).

Fig. 1.6.26

Da V nicht von der Reihenfolge der drei Vektoren abhangt, gilt

[a,b,c] =[b,c,a] =[c,a,b],
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aber
[a,b,c] = —[b,a,c], ...;

denn bei der Vertauschung zweier Vektoren kehrt sich die Orientierung um.
Vor allem héngt [a, b, c] mit den frither erkldrten Produkten zusammen via

[a,b,c] = (axb)ec = as(bxc). (5)
[ Der Figur 1.6.26 entnimmt man

[a,b,c] =4V =+G-h = |axb||c| cos¢p
=(axb)sc,

wobei es auch mit dem Vorzeichen richtig hinkommt. N
Aus (5) folgt mit (1.2) und (1.3), dal das Spatprodukt eine trilineare Funk-

tion von drei Vektorvariablen ist; das war ja aufgrund der Definition nicht
ohne weiteres zu erwarten. In Koordinaten ist

[a, b,C] = al(b203 — bgcg) -+ CLQ(bgCl — blcg) + a3(b102 — bQCl)

ar by
= det a9 b2 C2
az by c3

(9 Gegeben sind die beiden nicht parallelen Geraden
g: x(t)=a+tp, h: y(t)=b+tq

die im allgemeinen windschief zueinander liegen (Fig. 1.6.27). Gesucht ist ihr
kiirzester Abstand d.

B FE h
q> ;
b—a r
| 7

DFI: h

p n

b A
q
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Es seien ¥ die von p und q aufgespannte Ebene durch A, dann A’ die Or-
thogonalprojektion von h auf ¥ und

_ pxq
Ip x q
der Normaleneinheitsvektor von . Aufgrund von (2) gilt

r:=(b-a),=((b—a)en)n

und somit } [ ] |
b — a,p,q
d=|r| =|(b—a)en|=
p < q|
Die Punkte D und E sind damit allerdings noch nicht bestimmt. O

Aufler (5) gibt es noch unzihlige weitere Identitéten fiir mehrfache Vektor-
produkte. Wir beweisen zum Schluf} die folgende:

(axb)xc = (asc)b—(bec)a. (6)
[ Wir wihlen eine neue, ebenfalls orthonormierte und “rechtshéndige” Ba-
sis (e, €5, es) so, dal a ein Vielfaches von €} ist und b in der von €] und

e, aufgespannten Ebene liegt. Die drei Vektoren a, b und ¢ haben dann
folgende neuen Koordinaten:

a:(al,0,0), b:(bl,bg,O), C:(Cl,CQ,Cg) .

Orthonormiert heifit: Fiir alle ¢ und & gilt €] «€}, = d;; . Die Formeln fiir die
diversen Produkte gelten dann auch beziiglich der neuen Koordinaten. Wir
haben daher

(al, 0, 0)
axb = X = (0,0,albg)
(b1, b2, 0)
und damit weiter
(0, 0, aibs)
(a X b) X Cc = X = (—aleCQ, albgcl, 0) .

(c1, c2, c3)
Anderseits ist aber auch
(asc)b—(bec)a = aycy (b1,b2,0) — (brcy + baca) (ag,0,0)
= (—a1bsca, a1bacy, 0) . N
Aus (6) folgt tibrigens, dafl das Vektorprodukt nicht assoziativ ist. Es gilt
namlich
(axb)xc—ax(bxc)=(axb)xc+(bxc)xa
= (aec)b— (bec)a+ (bea)c — (aec)b
=(axc)xb,

und dies ist nicht =0.
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Aufgaben

1. Gegeben sind die drei Punkte A := (3,1,-2), B := (—1,4,0), C :=
(—=2,1,—1). Bestimme einen Punkt D so, dafl die vier Punkte A, B, C
und D Eckpunkte eines Parallelogramms sind. Wieviele Losungen gibt
es?

2. Zeige: Die Seitenmitten eines raumlichen (nicht notwendigerweise ebenen )
Vierecks ABC'D liegen in einer Ebene und bilden ein Parallelogramm.

3. (M) Die Vektoren a und b seien linear unabhiingig. Zeichne die Kurve
mit der Parameterdarstellung
v: ti—=x(t):=costa+sintb (0 <t<2m)
sowie ihre Tangenten in ausgewahlten Punkten. Um was fiir eine Kurve
handelt es sich? (Kein Beweis verlangt.)

4.In welcher gegenseitigen Lage befinden sich drei Einheitsvektoren mit
Summe 07

5. Bestimme die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt P := (2,4, —1)
geht und senkrecht auf der Geraden
g: tr—=x(t):=(2,1,-3)+1t(—4,8,8) (—o0 <t < 00)

steht. Welchen Abstand hat diese Ebene vom Ursprung?

6. Von einem Dreieck ABC im Raum sind die Seitenmittelpunkte
M, :=(1,0,3), My:=(2,7,8), M.:=(-2,1,-4)

gegeben. Bestimme A, B und C.

7. Man gebe drei Einheitsvektoren a;, as, ag an, die auf dem Vektor ¢ :=
(2,1,1) senkrecht stehen und untereinander Winkel von 120° einschlieflen.
(Hinweis: Man “produziere” solche Vektoren und vermeide das Auflosen
von riesigen Gleichungssystemen.)

8. Die drei Kanten einer dreikantigen Pyramide bilden untereinander Winkel
von je 45°. Bestimme den Innenwinkel zwischen zwei Seitenflachen bzw.
den Cosinus oder den Sinus dieses Winkels.

9. Es seien a und b zwei feste Vektoren im dreidimensionalen Raum, |b| < 1,
und es sei die Vektorfolge (ax)r>o rekursiv definiert durch

ag:=a, agt1:=bxa, (k>0).

Berechne Y ;- | ag. (Hinweis: Benutze die geometrische Definition des
Vektorprodukts. Figur!)
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Der Korper C der komplexen Zahlen 148t sich folgendermaflen charakteri-
sieren:

(a) C ist ein Korper; die Elemente z von C heilen komplexe Zahlen.
(b) C>OR (als Korper).
(c) In C gibt es zwei Losungen i und —i der Gleichung 2% + 1 = 0.
(d) Jede komplexe Zahl z la8t sich auf genau eine Weise darstellen in der
Form
z =x 4+ 1y, reR, yeR.

Aus (a)—(c) folgt schon, daf es in C Zahlen der Form z = z + iy gibt, wobei
der Realteil x =: Rez und der Imaginarteil y =: Im 2z durch z eindeutig
bestimmt sind. Punkt (d) besagt, dafl das schon alle komplexen Zahlen sind.
Aus (d) folgt, daBl C in bijektiver (das heifit: eineindeutiger) Weise auf die
(x,y)-Ebene R? bezogen ist vermoge

x+iy < (r,y).

Dabei entspricht die reelle komplexe Zahl 1 dem Punkt (1,0) und die Zahl
i dem Punkt (0,1). Es liegt also nahe, die komplexen Zahlen geméfl Figur
1.7.1 in der Ebene zur Darstellung zu bringen. Man spricht in diesem Zusam-
menhang von der komplexen oder der Gauf3schen Zahlenebene. Die z-Achse
ist die reelle Achse (vgl. Eigenschaft (b)!), die y-Achse die imaginére Achse.

tR
z=xHy

—3+42 oy T

777777 | z=(x,y

: e

| . |

| |

|
——— 1 v
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3w R

Fig. 1.7.1
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z+z!

Fig. 1.7.2

Rechenregeln

In C gelten die folgenden Rechenregeln:

Fiir zwei beliebige Zahlen 2z = x + 1y, 2’ = 2’ + i3/ hat man
242 =x+2 +i(y+vy),

was geometrisch auf die vektorielle Addition der betreffenden Punkte in der
Zahlenebene hinauslauft (Fig. 1.7.2). Weiter ist

22 = (v +iy) - (' +1dy)
= 2’ + ziy’ + iyx’ + iyiy’

und somit wegen % = —1:
z-2 = xa' —yy + i(zy +y2’) .
Ist hier speziell z := a € R eine reelle komplexe Zahl, so gilt
az’ = ax’ + iay,

das heifit: Der Multiplikation einer Zahl 2z’ € C mit einem a € R entspricht
geometrisch die Streckung des Vektors 2z’ mit dem Skalarfaktor a.

Ist schliellich z # 0, das heiit: (x,y) # 0, so besitzt z den Kehrwert

1 T — 1y _x—iy
2 wtiy  (rtiy)(z—iy)  a?+y?
x T

2y g

Man beachte, dafl wir zur Herleitung dieser Formeln einfach die in jedem
Korper giiltigen Rechenregeln benutzt haben.
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.\ 4
(D Die komplexe Zahl z := (g — Z) soll in Real- und Imaginéarteil zerlegt

+1
werden. — Zunéachst ist
8—i (8 —14)(5b—1) 740—14-@'(—5—8) *1(3—2')
5+i  (5+i)(5—1i) 25+ 1 2 '

Im weiteren durfen wir die binomische Formel natiirlich auch im Komplexen
anwenden und erhalten

1 1
z:E(3—¢)4:1—6(34—4-33i+6-32¢2—4-3¢3+¢4)
1 1
:E(81—54+1+i(—108+12)) :1(7—24@.

O

Die Gleichung 22 + 1 = 0, die die Zahl i “definiert”, besitzt die beiden
Losungen 7 und —i. Das hat letzten Endes zur Folge, dafl die Korperstruktur
von C beziiglich der “Spiegelung” ¢ + — 4 symmetrisch ist. Ist z = x + iy,
S0 heif3t

Zi=x —

die zu z konjugiert komplexe Zahl. Die Punkte z und Z liegen spiegelbildlich
zur reellen Achse (Fig. 1.7.3).

iR z=x+iy
2]
R
y Z=x—1Y
Fig. 1.7.3
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
z+z zZ—Z
— R = :I = .
x ez 5 y=Imz 5
2€R &= 2=12%; Z=z;
Atm=Ft+n, wom=a-wm, z=1]/%7.

() Es sei

q(t) == apt™ + an_1t" ' + ... +ag, ar €R (0<k<n)
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ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Wir behaupten: Ist die komplexe Zahl
zo eine m-fache Nullstelle von ¢, so ist auch z; eine m-fache Nullstelle von gq.

[ Fiir ein beliebiges komplexes Polynom
p(t) == cpt™ +cp1t" P .. F o, c, €C (0<k<n),

in der Unbestimmten t definieren wir das Polynom p durch Konjugation der
Koeffizienten von p:

P(t) =Gt + 1 t" P . G

Nach Voraussetzung iiber ¢q ist ¢ = ¢; ferner gibt es ein komplexes Polynom
r mit
(t = 20)" r(t) = q(t) -
Es folgt
(t—20)" 7(t) = q(t) = q(t) ;

denn beim Ausmultiplizieren der Polynome linker Hand werden alle Koef-
fizienten gegeniiber den entsprechenden Koeflizienten in der vorangehenden
Gleichung konjugiert. Wie man sieht, enthélt ¢ auch den Faktor (¢t — zp)™ .

]
O

Weiter ist
z-zZ2=(z+iy)(x —iy) =2* — (iy)* =2 +y* > 0.
Aufgrund der geometrischen Interpretation (Fig. 1.7.3) liegt es nahe, die

Grofie
2] = VEE= VR g

als (absoluten) Betrag von z zu bezeichnen. Fiir den Betrag gelten folgende
Rechenregeln:

2- 2| = |2] - ||,
zeR = |z|c = |2|r,
[Rez| <|z|, |Imz| <|z],
2+ 2| < 2] + 2] .

[ Die erste Regel folgt aus

|22/ = 22/ - 22 = 2222 = |22 ||

durch Ziehen der Quadratwurzel. Der Rest ist klar. N
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Polarform, Eulersche Formel

In der Ebene R? stehen uns neben den kartesischen Koordinaten x, i noch
die Polarkoordinaten r, ¢ zur Verfiigung. In der komplexen Zahlenebene
kommen die Polarkoordinaten folgendermafien zum Zug:

Zunéchst definieren wir fiir beliebiges z = x + iy # 0:

arg z := arg(z,y) .

Dann sind die Polarkoordinaten 7, ¢ der komplexen Zahl z gegeben durch

ro= |z
¢ = argz

(das ist nichts Neues); umgekehrt erhilt man z aus r und ¢ vermoge

z = r(cos¢+ising) .

z=x +iy=reld

i =elm/2
r
cos¢ + ising =: e'¢
—1=eiT ¢
1= 0 — 2
Fig. 1.7.4

Da das Binom cos ¢ + i sin ¢ noch eine grofie Rolle spielen wird, ist es ange-
bracht, dafiir eine Abkiirzung einzufiihren:

cos¢g +ising =: e (Eulersche Formel) .

Die Polarform einer komplexen Zahl z (Fig. 1.7.4) erhélt damit die folgende
Gestalt: 4

z = re?.
Die gewahlte Symbolik wird im folgenden hinreichend gerechtfertigt. Wir
notieren noch die speziellen Werte
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sowie das Prinzip

e =1 «— ¢p=2%knr, keZ.
Vor allem geniigt e* der Funktionalgleichung

el L — i(otY) (¢, 1 €R) . (1)
N e . e™ = (cos ¢ + isin @)(costp + isin )

= cos ¢ cos Y — sin ¢psin ) + i(sin ¢ cos 1) + cos P sin )

= cos(¢ + ¢) + isin(¢ + 1)
_ Giloty) _

Hieraus folgt

(1.4) Fiir beliebige z, 2’ € Cyg gilt

(a) 22| = |2]]'],

(b) arg(z2') = argz + argz’ .

In Worten: Bei der Multiplikation von komplexen Zahlen multiplizieren sich

die absoluten Betrdage und addieren sich die Argumente, wobei natiirlich die
Argumente “modulo 27”7 zu verstehen sind.

[ (a) ist schon bewiesen. — (b): Aus
22 =red . e = py! 919
folgt wegen 71’ > 0:
arg(zz') = arg(rr’ei(¢+¢’)) = arg(ei(¢+¢l)) =¢+¢ =argz+args . |

Aus (1) folgt weiter
Vne€Z: (ei¢)n = ¢in?
und somit fiir eine beliebige Zahl z = re'? :

2" = rem? (2)

das heifit: Die n-te Potenz von z hat den Betrag ™ und das Argument n¢
(Fig. 1.7.5).

(3 Es sollen die Polarform sowie Real- und Imaginirteil der Zahl

L (1—1)°

(V3 +1)
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Fig. 1.7.5

bestimmt werden. — Mit z; := 1 — 4, 25 := /3 +1i (Fig. 1.7.6) ergibt sich

1
|Zl‘=\/§7 argzlz—%; |Z2|:2, arg zo = arctan — =

T
V3 6
und folglich nach (2):

6 1
2l = [21]%/]z2 = (V2)"/2° = 1
T T 147
argz = bargz; —Hargzs =6 - (——) -5 —=——=—=(mod2m)
4 6 6
Hiernach ist
1 s 1< s ,,71') 1 V3
z=-e€ =—(cos—- —isin—- ) == —i— .
4 4 3 3 8 8

Fig. 1.7.6
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Waurzelziehen im Komplexen
Wie steht es mit dem Ziehen von n-ten Wurzeln? Den Fall n := 2 (Quadrat-
wurzel) wollen wir iibungshalber zunéchst algebraisch behandeln.

Gesucht sind also die Losungen z = x + iy der Gleichung
z° = c;

dabei ist ¢ = a + ib eine gegebene komplexe Zahl. Wegen

22 =g? - y2 + 2izy

erhalten wir durch Trennung von Real- und Imaginéarteil die beiden reellen

Gleichungen

-y =a, 2y =0 . (3)

Ist b = 0, d.h. c eine reelle Zahl, so folgt x = 0 oder y = 0. Ist dabei a > 0,
so ist notwendigerweise 22 = a und y = 0, und wir erhalten z = +,/a, wie
erwartet. Ist aber b = 0 und a < 0, so mufi z = 0 und y? = —a = |a] sein,
und es folgt z = +1i4/]al.

Bsp: 2°=-32 = z= +4i+/2 .
Es sei jetzt b # 0. Wegen

2= 2 =2 = e = Va2 + 12
ergeben sich im Verein mit der ersten Gleichung (3) die Formeln
1 1
xzzi( a? +b%+a), y2:§(\/a2+62—a) (4)
(beide Klammern sind > 0, unabhéngig vom Vorzeichen von a). Ist a > 0,

so berechnen wir x aus der ersten Gleichung (4) und anschliessend y aus der
zweiten Gleichung (3):

b

1
_ - 2 1 p2 _
x—i\/Q( a*+b —|—a), y=5.

Im Fall a < 0 berechnen wir erst das y aus (4) und dann das x aus (3):

y:j:\/;(\/az—l—bz—a), v

In jedem Fall erhélt man die beiden komplexen Losungen

2 = i<\/%( a2+ b2 +a) + isgnb \/%(\/m—a)>
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c=a+ib

Fig. 1.7.7

der urspriinglichen Gleichung 2?2 = c. Die beiden Punkte z; und z_ liegen
spiegelbildlich zum Ursprung (Fig. 1.7.7).

Anmerkung: Wir haben an sich nur das folgende bewiesen:

2 =c = z2=2zy V z2=2z_.
Strenggenommen miifite man noch verifizieren, daf tatsichlich 23 = 22 = ¢
ist; siche Beispiel 1.2.(D).

Die allgemeine quadratische Gleichung
Z4pz+q=0, pqeC,

148t sich durch quadratische Ergénzung auf den eben behandelten Fall zu-
riickfithren: Die gegebene Gleichung ist aquivalent mit

p)2 p?
Y=L _4 =D.
(z+2 1 1

Wir miissen also die beiden Quadratwurzeln ++v/D” bestimmen und haben
dann wie im Reellen die beiden Losungen

z = —g +VD.
(@) Gegeben ist die quadratische Gleichung
22 —2(1+i)z2+3-2i=0.

Man hat nacheinander

2
p=-21+i), q=3-2i, D:%—q:—?x—i—élz’
und somit nach den oben hergeleiteten Formeln (mit a := —3, b := 4):

+VD = i(\/%(\/Q_—?)) + i\/%(\/%Jr?))) = +£(1+2i) .

Dies liefert
zy =140+ (14 24),

das heifit: 2y =2+ 3i, 2 = —i. O
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c=|cle?

ny .
2= \/ld e/n

n

d

n—1

Fig. 1.7.8

Die n-ten Wurzeln, n > 1 beliebig, einer komplexen Zahl ¢ # 0 finden wir
am besten, indem wir “alles” in Polarform darstellen. Wir schreiben also
¢ = |c|€? und machen fiir die gesuchten Wurzeln z den Ansatz z = re®®.
Die definierende Gleichung z™ = ¢ geht dann wegen (2) iiber in

e = |cle™ .

Hieraus folgt erwartungsgemaf

r= Vi

vor allem aber miissen die Argumente ¢ der gesuchten Wurzeln der Bedingung

et = bzw. etné—) — 1

geniigen. Diese Bedingung ist nicht etwa aquivalent mit n¢ = =, sondern mit
dem folgenden:
dkeZ: ne—vy=2kn,

woraus man fiir jedes k € Z einen zuléligen ¢-Wert

27
O == X + k—

n n
berechnet. Zwei k-Werte, die sich um ein Vielfaches von n unterscheiden,
liefern ¢-Werte, die sich um ein Vielfaches von 27 unterscheiden, also dieselbe
Zahl z = re'®. Somit bleiben genau n “modulo 2w ” verschiedene ¢-Werte,
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namlich die Werte ¢, (0 < k < n —1). Die zugehorigen n-ten Wurzeln von
c sind die Zahlen z;, := re'®* | ausgeschrieben

2z = V|| el +R3E) 0<k<n-1).
Wegen
27
arg zx4+1 — arg 2k = P41 — Pk = . Vk

bilden diese n Wurzeln ein regulires n-Eck auf dem Kreis vom Radius {/|c|
(Fig. 1.7.8).

Ist speziell ¢ = 1, so erhdlt man die sogenannten n-ten Einheitswurzeln.
Wegen |c| = 1, v = 0 bilden sie ein reguléres n-Eck auf dem Einheitskreis mit
einer Ecke im Punkt 1. Nach der allgemeinen Formel sind sie gegeben durch

i 2T
2 = eFm

Setzt man zur Abkiirzung z; = €2™/" =: w (Fig. 1.7.9), so kann man alle
iibrigen mit Hilfe dieses w darstellen:

Zp = WP 0<k<n-1).

z2:w2 (n=T7)

Fig. 1.7.9

Ausgangspunkt zur Einfilhrung der komplexen Zahlen war das Bestreben,
“aus negativen Zahlen die Wurzel zu ziehen”. Wie wir gesehen haben, ist
damit von selbst jede quadratische Gleichung, und nicht nur die spezielle
Gleichung 2?2 + 1 = 0, in befriedigender Weise 16sbar geworden. In Wirk-
lichkeit gilt ein viel allgemeinerer Satz, der Fundamentalsatz der Algebra
(ohne Beweis):
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(1.5) Jedes Polynom

p(z) = 2"+ cp12™ !

+...+c1z2+ ¢
vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten ¢, (0 < k < n — 1) besitzt
wenigstens eine Nullstelle zg € C.

Aus (1.5) folgt weiter, daf sich jedes Polynom vom Grad n > 1 in n Linear-
faktoren zerlegen lat und somit genau n komplexe Nullstellen (mehrfache
mehrfach gezéhlt) besitzt. Fir 1 < n < 4 gibt es klassische Losungsformeln,
wobei man aber fiir alle n > 2 mit numerischen Methoden besser fahrt. Ein
respektabler Teil der numerischen Mathematik handelt ndmlich gerade von
dem Problem, die Nullstellen eines gegebenen Polynoms in effizienter Weise
numerisch zu bestimmen.

Aufgaben

. 24 -7
1. ) Zerlege die Zahl (m

Lieber ohne die binomische Formel.)

2. (Fig. 1.7.10) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Punkte 1/z, 1/z, 22

17
) in Real- und Imaginéarteil. (Hinweis:

Fig. 1.7.10

3. (M) Stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + ib dar:

(a) ; (b) ei arcsin x (C) e2i arctant
T ’ :

1+
1+

1+1
4. (M) Bestimme simtliche Losungen der Gleichung

2 —8(~14+V3i)=0.
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Komplexe Zahlen T

.(M) Stelle cos(5¢), sin(5¢) als Polynome in cos ¢, sin¢ dar. (Hinweis:

Binomische Formel)

. Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Man bestimme das Produkt aller n-ten

Wurzeln der Zahl —1.

.Es sei z := 1+1iv/3. Bestimme die Daten a, g der logarithmischen Spiralen

i or(¢) = ae? (—o0 < ¢ < 00),

die durch die simtlichen Punkte 2* (k € Z) gehen.

. (M) Die Gleichung

249234 224922-2=0

besitzt die Losung z; = 1 + . Bestimme samtliche Losungen dieser Glei-
chung.

.Durch z + »w := 1/z wird die punktierte Ebene (:= C\ {0}) in die

w-Ebene abgebildet. Man zeichne die Bilder
(a) der reellen Achse, (b) der imaginédren Achse,

(c) eines Kreises |z| =7, (d) der Geraden Rez = 1.



Funktionen

2.1 Erscheinungsformen

Begriff der Funktion

Zu Eulers Zeiten verstand man unter einer “Funktion f(z)” das, was wir
heute als Funktionsterm bezeichnen: einen mehr oder weniger komplizierten
Ausdruck in der unabhéngigen Variablen z,

log(z + V1 + 22)

24 cosx

Bsp: )
der fiir jede Zahl x eines geeigneten Bereichs der Zahlengeraden einen wohl-
bestimmten Funktionswert f(z) festlegt.

Seither ist diese Vorstellung umfassend verallgemeinert und auch prézisiert
worden. Insbesondere sind wir heute gewohnt, die eigentliche Funktion, das
“Rechengesetz”, mit f (gelegentlich mit f(-), s.u.) zu bezeichnen und nur
dann f(x) zu schreiben, wenn tatsdchlich der Funktionswert an der Stelle
x gemeint ist. Diese Linie 148t sich allerdings nicht immer durchziehen; so
sprechen wir etwa von der “Funktion e’” und meinen damit die Funktion
exp: t1 —el.

Also: Sind A und B beliebige Mengen, so versteht man unter einer Funktion
oder Abbildung von A nach B eine Vorschrift f, die fiir jeden Punkt z € A
einen bestimmten Punkt y € B als Funktionswert oder Bildpunkt festlegt.
Wir schreiben dafiir

fi A= B, xiv—y:=f(x).
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Die Menge A =: dom (f) heiBt der Definitionsbereich (englisch: domain) von
f, die Menge B der Zielbereich (englisch: range) von f. Die Menge

im(f):={yeB|IzcA: y=[f(z)}

der tatsdchlich angenommenen Werte ist im allgemeinen eine echte Teilmenge
von B und heifit Bildmenge oder Wertebereich von f.

Bsp: Die Sinusfunktion 148t sich zum Beispiel als Funktion sin: R — R
oder als Funktion sin: [-%,%] — [—1,1] auffassen. In beiden Féllen ist
im (sin) = [—1,1].

Hat eine Funktion einen Namen, der nicht gerade functionlike ist, etwa ‘p’,
so konnen wir mit der Schreibweise p(-) anstelle von p deutlich machen, dafl
hier von einer Funktion die Rede ist. In &hnlicher Weise schreiben wir z(-),
wenn die vorher freie Variable z in neuem Zusammenhang als Funktion einer
anderen Variablen, etwa der “Zeit” t aufgefafit werden soll. — Die Schreib-
weise

fi R~R

driickt aus, daf§ f auf einer nicht ndher spezifizierten, aber “verniinftigen”
Teilmenge von R, etwa auf einem Intervall, definiert ist. In diesem Sinne lebt
eine Funktion f: R® ~ R typischerweise auf einer offenen (s.u.) Teilmenge
des dreidimensionalen Raums.

Zu jeder Funktion f: A — B gehort ihr Graph G(f), eine wohlbestimmte
Teilmenge von A x B. Im Fall einer Funktion f: R ~ R ist das die vertraute
“Kurve y = f(x)”; allgemein ist G(f) definiert durch

G(f) = {(x,y) e AxB |zeA, y=f(z)}.
Die Figur 2.1.1 zeigt den Graphen einer Funktion ums: [1..12] — R>o.

4 ums
1500000 ]

1000000

500000

Fig. 2.1.1
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2 Funktionen

Erscheinungsformen

Die Festlegung oder die Prasentation einer Funktion kann in ganz verschie-
dener Weise erfolgen. Wir weisen hier auf die folgenden Moglichkeiten hin:

» Wertetabelle

Ist dom (f) eine beliebige endliche Menge, so 148t sich die gesamte in f ent-
haltene Information in einer zweispaltigen oder zweizeiligen Matrix, eben der

Wertetabelle von f, abspeichern.

Bsp:
x f()
Aadorf 8355
Aarau 5000
Aarberg 3270
Lustmiihle 9062
Zwischenbergen 3901
Zwischenfliith 3756

Ist dom (f) eine unendliche Menge, zum Beispiel das Intervall [a,b] C R, so

ist f durch eine Wertetabelle der Form

T a=2Xyg I1 X2

TN-1

JIN:b

f(z) Yo Y1 Y2

natiirlich iiberhaupt noch nicht bestimmt.

YnN—-1

YN

Fig. 2.1.2
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Die numerische Mathematik stellt Methoden zur Verfiigung, die

— ein “einfaches” f: [a,b] — R finden, das ungefihr die gegebenen Werte
realisiert (Fig. 2.1.2). Das ist dann sinnvoll, wenn die gegebenen Daten
(zk,yx) ohnehin mit MefBfehlern behaftet sind.

— oder aber die gegebenen Werte als genau ansehen und in die Teilin-
tervalle einfache Verbindungskurven (zum Beispiel Geradenstiicke oder
Parabelbogen) einpassen.

Bsp: Lineare Interpolation in der Logarithmentafel (Fig. 2.1.3): Aus den
Tabellenwerten

T log =
276 5.62040
277 5.62402 } A = 360105

278  5.62762

ergibt sich fiir log277.4 (= 5.625460508 ...) der Ndherungswert

log 277.4 = 5.62402 + 0.4 A = 5.62546 .

277 277.4 278

Fig. 2.1.3

» Kurve y=f(z)

MeBwertschreiber geben eine bestimmte Funktion der Zeit, zum Beispiel die
Temperatur auf dem Jungfraujoch, in der Form einer Kurve aus. Einen
zugehorigen Funktionsterm gibt es nicht. Wie 148t sich aus einem derarti-
gen Mefistreifen die mittlere Temperatur in einem bestimmten Zeitintervall
ermitteln? Das arithmetische Mittel der Temperaturen zu den Zeiten 06.00,
12.00, 18.00 und 24.00 ist offenbar nicht das Richtige. Der Integralbegriff
wird uns bei dieser Frage weiterhelfen.
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In der Analysis benutzen wir derartige Kurvenbilder einerseits, um bes-
timmte interessante Funktionen, etwa exp oder sin, zu visualisieren und
andererseits, um charakteristische Eigenschaften von beliebigen Funktionen
iR ~ R, etwa Konvexitdt oder asymptotisches Verhalten (Fig. 2.1.4),
einpriagsam darzustellen.

)
Asymptote
y=flz)
T
Fig. 2.1.4
» Funktionsterm, explizite Darstellung
Ein Funktionsausdruck,
2 o0 k—1,.k
x°+5r+4 (1) tz
Bsp: = - A
°P TR

k=1

ist letzten Endes eine Rechenanweisung, mit deren Hilfe der Funktionswert
f(z) nach Vorgabe eines z in endlich vielen Schritten exakt oder mit jeder
wiinschbaren Genauigkeit ausgerechnet werden kann. Als Definitionsbereich
gilt, wenn nichts anderes gesagt ist, die Menge aller Punkte x einer verein-
barten Grundmenge (zum Beispiel aller x € R), fiir die sich der Ausdruck
ohne Riickfragen auswerten 1afit. So ist etwa

fz) =

a priori fur alle x # 0 definiert. Im nachhinein erweist es sich als sinnvoll,
zusétzlich f(0) := 1 zu setzen.

sinzx

x

Wie oben schon gesagt, sprechen wir gelegentlich von der “Funktion e!”
oder der “Funktion t"” u.i., wenn wir im Grunde genommen die Funktionen
t1 —e! bzw. t 1 —" meinen. So gerade im folgenden Absatz.

Funktionen, die sich mit Hilfe der vier Grundrechenarten und Zusammen-
setzen aus Konstanten, t* (« € R), logt, e, cost, sint sowie den Arcusfunk-
tionen erhalten lassen, heiflen elementare Funktionen.

eV1-log®t cog(sin t)

Bsp: f(t) := Y
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Die Ableitung einer elementaren Funktion ist wieder eine elementare Funk-
tion (dies folgt mit vollstdndiger Induktion aus den Ableitungsregeln); es gibt
aber elementare Funktionen, deren Stammfunktionen nicht elementar sind,
zum Beispiel die Funktion et/ 2. die in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine
grofle Rolle spielt. Der Umfang einer Ellipse ist keine elementare Funktion
der Halbachsen (sonst hétten Sie die Formel schon gesehen .. .).

Als explizite (“ausdriickliche”) Darstellungen von Funktionen sind auch die
folgenden Beispiele anzusehen:

X

absz := || = { v Ex

lz] =max{k€Z | k<uz} (= grofte ganze Zahl < z) |
[2] ==min{k€Z | k>az} (= kleinste ganze Zahl >z ) .

Ist eine Funktion in expliziter Darstellung gegeben, so entsteht das Prob-
lem, ihre qualitativen Eigenschaften (Monotoniecharakter, Extrema, Singu-
laritaten, asymptotisches Verhalten usw.) herauszulesen und in einer geeig-
neten Figur pragnant darzustellen. Die Behandlung dieses Problems ist im
Fall einer Funktion f: R ~ R die beliebte “Graphendiskussion”.

» Implizite Funktionen

Gelegentlich sind zwei (an sich “gleichberechtigte”) reelle Grofien x, y ver-
kniipft durch eine Gleichung

Bsp: 2?+yt=1,
23 + 192 = 3azy , a > 0 fest.

In diesem Fall sind x und y nicht mehr unabhangig voneinander beliebig wahl-
bar. Die “zulifigen” Paare (x,y) bilden vielmehr eine Teilmenge v C R?, in
aller Regel eine Kurve.

Die zwischen z und y bestehende Abhéngigkeit 148t sich aber nur selten als
globale Funktion

x v —y = f(z)

auffassen, da zu einem gegebenen z-Wert ohne weiteres mehrere verschiedene
y-Werte gehoren konnen (siehe z.B. die Stelle z7 in Fig. 2.1.5). Trotzdem
sagt man, eine Gleichung der Form (1) definiere y implizit als Funktion von
x (oder z als Funktion von y), und zwar auch dann, wenn es nicht gelingt,
die Variable y formelméfig durch = (oder x durch y) auszudriicken.
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y -
g 7
23+ 15 = 3axy
A
e y=¢(x)
—a ﬂfl $0
—a
Fig. 2.1.5

Durch die Gleichung (1) werden nédmlich immerhin lokal richtiggehende Funk-
tionen

b w1 —y = ()
festgelegt. Diese lokalen Funktionen sind nur innerhalb eines “Fensters” er-
klart (Fig. 2.1.5). Man kann sie diskutieren und zum Beispiel die Ableitung
¢'(xo) oder Extremalwerte ausrechnen, ohne die definierende Gleichung (1)
tatsachlich fiir variables x nach y aufzuldsen.

» Differentialgleichung

Bei den vorangehenden Paradigmen waren die betrachteten Funktionen im-
mer schon mehr oder weniger vorhanden. Es kann aber durchaus sein, daf} das
Hauptproblem darin besteht, die interessierende(n) Funktion(en) tiberhaupt
erst zu bestimmen. Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn die betreffenden
Funktionen nur durch “innere Eigenschaften” charakterisiert sind.

Eine “innere Eigenschaft” einer Funktion ist insbesondere das Bestehen einer
Funktionalgleichung, das heiflt: einer Identitat, die die Funktionswerte an
verschiedenen, aber durch Grundoperationen miteinander verbundenen Stel-
len z, 2/, ... miteinander verkniipft.

Bsp: cos(2z) =2cos’xz — 1,

THY =" . eV |

e
arg(zy - z2) = argz; + arg zs .

Nur “spezielle” Funktionen erfiillen derartige Identitéaten; gerade darum sind
sie so interessant.
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(D Gesucht sind die (stetigen) Funktionen, die der folgenden Funktionalglei-
chung gentigen:

Vo, 2" >0: f(z-2') = f(z)- f(2') .

Losung: AuBer f(z) := 0 sind dies genau die Funktionen f(z) := z%, a € R
fest. (Wie man darauf kommt und warum es keine andern gibt, kdnnen wir
hier nicht erértern.) O

Am allerhaufigsten ist die “innere Eigenschaft” der gesuchten Funktionen
t + —y(t) in der Form eines Wachstumsgesetzes gegeben: Die momentane
zeitliche Anderungsrate 9(t) (oder die Momentanbeschleunigung y(t)) ist
eine gegebene Funktion der Zeit ¢ und vor allem des Istwertes y(t) (eventuell
auch von g(t) ):

y=F(ty  bzw. §=F(ty7) .

Eine derartige Gleichung heifit eine Differentialgleichung. Gesucht sind Funk-
tionen y(+), fiir die gilt:

Vi:o g(t) = F(t,y(t)  baw.  §(t) = F(ty(t),9()) .

(2 Ein frei fallender Kérper (Fig. 2.1.6) sei der als konstant angenommenen
Erdbeschleunigung g := 9.81 m/sec? unterworfen. Wir fragen nach seinem
“Fahrplan” t 1 —y(t). Nach Annahme gilt §(t) = —g fiir alle ¢, in anderen
Worten: Die gesuchte Funktion y(-) gentigt der Differentialgleichung (zweiter
Ordnung)

y=-g.
Y A
y(t)
Tie
0 -

Fig. 2.1.6
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Diese Differentialgleichung hat unendlich viele Losungen, ndmlich genau die

Funktionen
y(t)::—gt2+At+B, A BeR.

Zur Festlegung der sogenannten Integrationskonstanten A, B sind weitere
Angaben, zum Beispiel iiber Ort und Geschwindigkeit zur Zeit ¢ := 0, not-

wendig. O

Bei gewissen geometrischen Problemen wird nach Kurven o: y = f(x)
gefragt, deren Tangenten bestimmte Bedingungen erfiillen. Zum Beispiel
sollen die gesuchten Kurven samtliche Kurven einer gegebenen Kurvenschar
I' senkrecht schneiden (Fig. 2.1.7). Ein derartiges Problem fiihrt auf eine
Differentialgleichung der Form

y' = F(z,y)

mit einer bekannten Funktion F'(-,-), denn fiir jeden von der Schar I"' bedeck-
ten Punkt (x,y) 148t sich leicht ausrechnen, welche Steigung die durch diesen
Punkt gehende “Orthogonaltrajektorie” dort haben mufl. — Von Kurven-
scharen handelt der Abschnitt 5.6.

Fig. 2.1.7

Typologie der Funktionen in diesem Buch

Als Definitions- und Zielbereiche der in der Analysis betrachteten Funk-
tionen f: A — B kommen in erster Linie die in Kapitel 1 behandelten
Grundstrukturen N, R, C, R?, R? oder verniinftige Teilmengen davon (zum
Beispiel Intervalle, Kreisscheiben, Sphéren) in Frage. Ein wesentliches An-
liegen von spateren Kapiteln wird sein, die von den Funktionen f: R ~ R
her vertrauten Begriffe (Grenzwert, Stetigkeit, Ableitung, Integral usw.) auf
mehrdimensionale Situationen zu tbertragen. Wir wollen aber schon schon
jetzt auf die sich darbietenden Typen, Figuren und Interpretationen aufmerk-
sam machen.
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Fig. 2.1.8

N — B

Es sei B eine beliebige Menge (Fig. 2.1.8) und z Variable fiir Elemente von
B. Eine Funktion
z.: N—=B, k1 —xy,

von N in den Zielbereich B heifit eine Folge. Ist B = R oder B = C, so
spricht man von einer Zahlfolge. Die einzelnen Funktionswerte zj sind die
Glieder der Folge. Anstelle von z. schreibt man auch (zy)ren, wenn man die
ganze Folge meint. — Von Folgen handelt der Abschnitt 2.4.

R ~R

Der Funktionstyp f: R ~ R stellt das “Grundmodell” der Funktionenlehre
dar. Wir wollen die betreffenden Funktionen reelle Funktionen nennen; von
ihnen handelt ein Grofiteil der folgenden Abschnitte und Kapitel.

Der Definitionsbereich einer reellen Funktion ist in aller Regel ein Intervall,

Bsp: dom (sin) = R,
flz):=+/1—-22 = dom(f)=[-1,1],
gx)=1/v/1—-22 = dom(g)=]-1,1],

oder eine Vereinigung von Intervallen,

oo

Bsp: dom (tan) = U ] km — g, km + g

k=—o00

Die meisten der in der Praxis vorkommenden Funktionen f: R ~ R besitzen
eine natiirliche Fortsetzung f : C ~ C, und oft ist erst von da her eine be-
friedigende Theorie der betreffenden Funktionen moglich. Wir haben das
bei den Polynomen gesehen (Fundamentalsatz der Algebra); dasselbe trifft
zu fiir die Exponentialfunktion (s.u.). — Von den Funktionen f: C — C im
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allgemeinen handelt die sogenannte komplexe Analysis, auch einfach Funk-
tionentheorie genannt.

(3 Die Funktion
1

f(z) s

ist fiir alle € R definiert und so “schén”, wie man nur will. Fir |z| < 1 gilt

f@)=1—-a?+2*—2%+... = Z(—l)kxzk
k=0

(geometrische Reihe); fiir [x| > 1 ist aber die Reihe rechter Hand divergent
und stellt die Funktion nicht mehr dar. Die Ursache dieses beim Betrag 1
eintretenden “Konvergenzzusammenbruchs” wird erst erkennbar, wenn wir
die Fortsetzung

1

f~: C—>C, Zl—>H—,22

betrachten (Fig. 2.1.9): Potenzreihen wie die obige konvergieren im Kom-
plexen grundsétzlich auf Kreisscheiben, siehe Satz (2.9). Da die Funktion f
in den Punkten +i eine Singularitdt (einen sogenannten Pol) besitzt, kann

der Konvergenzradius der zugehorigen Reihe nicht grofler als 1 sein. O
1
Konvergenzintervall
x
—1 1
—1
Fig. 2.1.9

R~ R? R~ R?

Ist der Zielbereich einer Funktion f mehrdimensional, so sprechen wir von
einer vektorwertigen Funktion. Fiir vektorwertige Funktionen verwenden wir
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im allgemeinen halbfette Buchstaben: f, x(-), r(-). Eine vektorwertige Funk-
tion 148t sich festlegen durch Angabe der zugehorigen Koordinatenfunktionen

fi

tr—£(t) = (f1(t),-. ), tr—x(t) = (2(8), y(t), 2(1)) ;
es geht aber auch ohne Koordinaten:
Bsp: f: ti—costa+sintb (0 <t <2m)

(dieses f produziert eine Ellipse mit konjugierten Halbmessern a und b).

Allgemein: Ist I ein Intervall der als Zeitachse interpretierten t-Achse, so
produziert eine Funktion

f: T —R>,  t—(x(t),y(t))

eine Kurve v in der Ebene und

f: I—RY, 1 —(z(t),y(t), (1))

eine Kurve im dreidimensionalen Raum: Durchlauft die Variable ¢ das In-
tervall I, so durchlauft der Bildpunkt f(¢) gerade die Kurve v (Fig. 2.1.10).
Die Funktion f heifit eine Parameterdarstellung von 7. (Diese Namenge-
bung ist etwas ungliicklich, denn die Variable t ist gerade kein Parameter,
sondern eine “laufende” Variable. Unter einem Parameter versteht man
tiblicherweise eine einstellbare, im weiteren aber festgehaltene Grofie.) Wenn
es darum geht, etwa die Lange, die Kriimmung oder den von -y eingeschlosse-
nen Flacheninhalt zu berechnen, so ist man auf eine Parameterdarstellung
angewiesen; die Gleichungsform

hilft einem da gar nichts.

Fig. 2.1.10
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Jede Parameterdarstellung beinhaltet einen ganz bestimmten “Fahrplan”,
nach dem die Kurve v durchlaufen werden soll. Eine und dieselbe Kurve be-
sitzt viele verschiedene Parameterdarstellungen, entsprechend den verschie-
denen denkbaren “Fahrplinen”. Wenn es sich nicht um einen bestimmten
zeitlichen Bewegungsablauf handelt, sondern nur um den geometrischen Ge-
halt der betreffenden Kurve, so wird man wenn moglich eine langs der Kurve
verdnderliche geometrische Grofie als “Parameter” (unabhéngige Variable)
wéahlen, zum Beispiel die z-Koordinate oder das Argument des laufenden
Punktes oder dessen langs der Kurve gemessenen Abstand vom Anfangs-
punkt, die sogenannte Bogenlange. — Wir geben einige Beispiele.

(@ Eine als Graph
vioy=[flz)  (a<z<h)

gegebene ebene Kurve la3t sich ohne weiteres auch parametrisch darstellen:

Man schreibt
x(t) =t
: ,b] — R? |
v (o] : {y<t>=f<t>

v xiAe f(x)  (a<z<b),

denn auf den Namen der unabhéngigen Variablen kommt es nicht an, und
da kann man schon gleich den Namen der als Parameter gewahlten geome-
trischen Grofle, hier: x, verwenden. O

oder einfach

Yy (bcost, bsint)

(acost, asint)

Fig. 2.1.11
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(® Sind a und b gegebene positive Zahlen, so stellt

x(t) = acost
: tl%{ () =a (0 <t <2m)

y(t) = bsint

eine Ellipse mit Halbachsen a und b dar (Fig. 2.1.11), denn + entsteht aus
dem Einheitskreis ¢ 1 —(cost,sint) durch Streckung um den Faktor a in z-
Richtung und um den Faktor b in y-Richtung. Die Variable ¢ bezeichnet nicht
etwa das Argument des laufenden Ellipsenpunktes P := (z,y), sondern das
Argument eines mit P verkniipften Kreispunktes (siehe die Figur).

Man kann es auch so sehen: Es ist

[\

2
folglich geniigen sdmtliche Punkte von v der Ellipsengleichung Lo+ y—Q =1

a> b
O

(6) Fiir eine Parameterdarstellung der Schraubenlinie (Fig. 2.1.12) mit Ra-
dius R und Ganghdohe h liegt es nahe, die geometrische Grofie arg(z,y) als
Parameter zu wahlen. Es ergibt sich

z(¢p) = Rcos ¢
y(¢) = Rsing (—o0 < ¢ < 00) .
Ad)=h2

27 Q

Fig. 2.1.12
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R~ C

Funktionen R ~ C lassen sich erstens als Parameterdarstellungen ¢ 1 —z(t)
von Kurven in der komplexen Ebene auffassen. So ist zum Beispiel

OD: ti—x(t) :=e" (0 <t<2m)

eine Parameterdarstellung des Einheitskreises (= Rand der Einheitskreis-
scheibe D, Fig. 2.1.13). Diese Vorstellung spielt eine entscheidende Rolle in
der komplexen Analysis, wo komplexe Funktionen in bestimmter Weise langs
derartigen Kurven integriert werden.

oD

Fig. 2.1.13

Zweitens kann man eine Funktion
fi R~ C, tr—f(t)

als zahlenwertige Funktion auffassen, wobei diese Werte nicht reelle, sondern
eben komplexe Zahlen sind. Wie ein derartiger komplexer Wert physikalisch
interpretiert werden soll, ist im Einzelfall auszumachen. — Wir behandeln
als Beispiel die komplexe Schreibweise der harmonischen Schwingungen.

Exkurs iiber harmonische Schwingungen

Die reellwertige Funktion
z(t) := Acos(wt + ) (2)

beschreibt eine harmonische Schwingung (Fig. 2.1.14): Man stelle sich einen
Massenpunkt vor, der lings der xz-Achse hin und her schwingt. A > 0
ist die Amplitude, w > 0 die Kreisfrequenz und o € | — 7, 7| die Phase
dieser Schwingung. Die Kreisfrequenz w (= pro Zeiteinheit durchlaufener
“Winkel”) ist mit der Frequenz v (= Anzahl Vollschwingungen pro Zeitein-
heit) verkniipft durch

v=uw/2r
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x
A
A P,
x4+ -
T
—ajw
—A
Fig. 2.1.14

und mit der Schwingungsdauer 7' (= Zeitdauer zwischen zwei aufeinander-
folgenden Maxima) durch
T =21/w.

Die Phase « gibt den “Zustand” des schwingenden Systems zur Zeit ¢ := 0 an.
Allgemein ist der “Zustand” zur Zeit ¢ durch den “Winkel” wt 4+ o bestimmt
und nicht etwa durch die Lagekoordinate z(t). Zu einem gegebenen z-Wert
gehoren ndmlich im allgemeinen zwei verschiedene “Zustdnde” (Punkte P
und @ in der Figur).

Die Funktion (2) 148t sich iibrigens auch in der zweiteiligen Form
x(t) = acos(wt) + bsin(wt) (3)
schreiben: Aus (2) folgt nach dem Additionstheorem fiir den Cosinus:
z(t) = A(cos(wt) cos o — sin(wt) sin ) ;
es gilt also (3) mit
a=Acosa, b=—Asina . (4)

Umgekehrt 148t sich (3) in die einteilige Form (2) tiberfithren, indem man die
Gleichungen (4) nach A und « auflést. Man findet ohne weiteres

A=+a?+b2.

Folglich ist dann

coOsoy = —— sin o =
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und diese Angaben bestimmen o modulo 27. Alles in allem haben wir

—b
A=+a?+b?, a = arg(a, —b) (= arctan — falls a > 0) .

Wir haben wiederholt angedeutet, dafi der Momentanzustand des schwingen-
den Systems durch einen “Winkel” charakterisiert ist. Wir bringen diesen
Winkel explizit ins Spiel, indem wir die hin- und hergehende Bewegung auf
der z-Achse als “Schatten” (genau: als Realteil) einer gedachten Kreisbewe-
gung in der komplexen Ebene auffassen (Fig. 2.1.15):

x(t) = Acos(wt + @) = Re (Aei(thra)) .

Al | wt o A

x(t) = Acos (wl‘H—oz)

Fig. 2.1.15

Die genannte Kreisbewegung ist also gegeben durch
z(t) = Aetwite)
und das Argument des kreisenden Punktes ist der “Winkel”, von dem wir
dauernd sprechen. Setzen wir zur Abkiirzung
Ae® =: ¢,
so erhalt diese Kreisbewegung die Form
2(t) = ce™! (—oo <t < 00).

Die komplexe Zahl ¢ heifit die komplexe Amplitude oder auch der Zeiger
der betrachteten Schwingung. In dieser Zahl sind Amplitude und Phase
gleichzeitig gespeichert, und zwar stellt ¢ die Lage des kreisenden Punktes
zur Zeit t := 0 dar.

Der Erfolg dieses Ansatzes (vor allem in der Elektrotechnik) beruht letzten
Endes darauf, da8 fiir die Funktion ¢+ —e'® ein besonders einfaches “Addi-
tionstheorem”, eben e/(¢T¢) = ¢i® . ¢i?" gilt. Wir beweisen dariiber:
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(2.1) Sind z1(-), z2(-) zwei harmonische Schwingungen der gleichen Kreis-
frequenz w mit komplexen Amplituden ci, co, So ist ihre Superposition

a(-) = 2 () +2()

die harmonische Schwingung der Kreisfrequenz w mit komplexer Amplitude
c1+ co.

- z(t) = z1(t) + z2(t) = Re (c1e™") + Re (c2e™")
=Re ((c1 + c2)e™") . N
(7 Die Phasen dreier Schwingungen gleicher Kreisfrequenz und gleicher Am-

plitude sollen so festgelegt werden, dafl die Superposition der drei Schwingun-
gen identisch verschwindet.

Fig. 2.1.16

Die komplexen Amplituden c1, co, c3 der drei Schwingungen sind drei gleich
lange Vektoren der Summe 0. Die Additionsfigur ist somit ein gleichseitiges
Dreieck (Fig. 2.1.16), und die gesuchten Phasendifferenzen betragen 120°.

O

Funktionen von mehreren Variablen

RZ AR, R>*~AR

Besitzt eine Funktion
f: R* R, (X1, oyxn)t =f (21,0 .y xp) bzw. x 1 —f (x)

einen “echt n-dimensionalen” Definitionsbereich, so spricht man von einer
Funktion von n Variablen. Im Fall n = 2 14t sich eine derartige Funktion
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auffassen als “Temperaturverteilung” in der Ebene: Fiir jeden Punkt (z,y) €
dom (f) ist eine “Temperatur” f(z,y) festgelegt. Zur Visualisierung von
Temperaturverteilungen verwendet man zum Beispiel in Wetterkarten die
sogenannten Isothermen; das sind die “Kurven gleicher Temperatur”.

Allgemein: Ist f: A — B eine beliebige Funktion, so kann man fiir jedes
gegebene ¢ € B die Menge derjenigen x € A bilden, fir die f(x) = c ist.
Diese Menge heiit das Urbild des Punktes ¢ und wird mit f~!(c) bezeichnet:

fe) = {zeA ’ f@)=c} .

Geht es um eine Funktion f: R?> ~ R und ein gegebenes C' € R, so heift
f71(C) die Niveaulinie von f zum Niveau C (Fig. 2.1.17) — wir schreiben
dafiir auch N¢:

N¢ = {(w,y) € dom (f) ’ f(xay):C} .

)
E/ dom(f)
N

/f(x,y) =C
-/

Fig. 2.1.17

N¢ ist in aller Regel eine Kurve oder eine Vereinigung von Kurven, eventuell
mit Singularitdten. (Dieser Sachverhalt wird in Kapitel 5 genauer unter-
sucht.) Zeichnet man die Niveaulinien fiir hinreichend viele verschiedene
Werte C, so erhélt man ein anschauliches Bild des globalen Funktionsver-
laufs.

Wir zeichnen einige Niveaulinien der Funktion

flay) =V (z - 12+ 32 /(x+1)? +y?

(Fig. 2.1.18). Der Funktionswert an der Stelle (z,y) ist das Produkt der
Absténde von (x,y) zu den beiden Punkten (+1, 0). V; ist die sogenannte
Lemniskate; allgemein heifien die hier betrachteten Niveaulinien N (C > 0)
Cassinische Kurven. O
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NC (C<1) Yy
Ne (C>1)

Ny

\—17 &1& v

Fig. 2.1.18

Oft interessiert iibrigens nicht die Funktion f als Ganzes, sondern in erster
Linie eine bestimmte Kurve ~y, die als Niveaulinie von f dargestellt werden
kann:

v flay) =C.

Bsp: Die Ellipse 22 /a? + y?/b* = 1 148t sich als Ny der quadratischen Funk-

tion
2 2

. X
q(z,y) == 2 + 2

auffassen.

Sinngemif dasselbe ist zu sagen iiber Funktionen f: R® ~ R (“Tempera-
turverteilungen” im Raum). Anstelle von Niveaulinien gibt es hier Niveau-
flachen. Umgekehrt lassen sich viele interessante Fliachen in der Form

flz,y,2) =C

darstellen, das heifit: als Niveaufliche N¢ einer gewissen Funktion von drei
Variablen auffassen.

Bsp: Das einschalige (Rotations-)Hyperboloid besitzt in kartesischen Koor-
dinaten die Gleichung

x? + y2 —22=1
(und folglich in Zylinderkoordinaten die Gleichung p? — 2% = 1, Fig. 2.1.19)
und ist damit Niveauflache der quadratischen Funktion

q(z,y,2) = 2" +y* = 2°.
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Fig. 2.1.19

Eine Funktion f: R? ~ R lait sich zweitens mit Hilfe ihres Graphen
G(f) == {(x,9,2) | (z,y) € dom(f), 2= f(z,y) }

in einer dreidimensionalen Figur reprasentieren (Fig. 2.1.20). Der Graph ist
eine Fliche, die schlicht iiber der (z, y)-Ebene liegt; das heifit: Senkrecht iiber
(oder eventuell unter) jedem Punkt (z,y) € dom (f) liegt genau ein Punkt des
Graphen. Die Niveaulinien von f sind die Hohenkurven der Graphenfléche,
wenn dom (f) als topographische Karte dieser Flache bentitzt wird.

g(f)a Z:f($>y)

(3, fz,y))

Fig. 2.1.20

(© Wir betrachten die Funktion

flz,y) == 2y, dom (f) :=[—-1,1]%.

Der zugehérige Graph (Fig. 2.1.21) ist von der Gestalt her eine sogenann-
te Sattelfliche. Die hier vorliegende spezielle Flache zweiten Grades heifit
hyperbolisches Paraboloid. O
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Fig. 2.1.21

R?2 ~ R3

Abbildungen f: R? ~ R? sind typischer Weise Parameterdarstellungen von
krummen Flachen.

Eine Kurve v C R? ist eine “eindimensionale Mannigfaltigkeit”. Zu einer Pa-
rameterdarstellung von v gehoren als Standardmodell einer derartigen Man-
nigfaltigkeit ein Intervall I der t-Achse und eine vektorwertige Funktion

f: I —R3, tr—x(t),

die die einzelnen Kurvenpunkte produziert.

Eine Fliche S C R? ist eine “zweidimensionale Mannigfaltigkeit”. Zu einer
Parameterdarstellung von S gehoren als Standardmodell einer derartigen
Mannigfaltigkeit ein Bereich A in der (u,v)-Ebene und eine vektorwertige
Funktion

f: A—R3, (u,v) + —f(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v))

die fiir jeden “Parameterpunkt” (u,v) € A einen Raumpunkt f(u,v) liefert,
siche die Fig. 2.1.22. Durchlauft (u,v) den Parameterbereich A, so durchlauft
f(u,v) die Flache S.

Bei allgemeinen Betrachtungen iiber Flachen verwenden wir u, v als Parame-
ter. Sobald man aber eine konkrete, geometrisch beschriebene Flache vor sich
hat, wahlt man (wie bei Kurven) auf der Fléche variable geometrische Groen
als Parameter und behalt deren Namen bei. Die folgenden Beispiele sollen
das erliutern; siehe auch die Beispiele 1.5.(2) (Torus) und 1.6.(3) (Ebene).
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/

Fig. 2.1.22

) Ist S zunichst als Graph einer Funktion f: R?> ~ R gegeben (siche die
Fig. 2.1.23):

S: z:f(x,y) ((.%',y)GA) s

so erhédlt man sofort eine Parameterdarstellung von S mit dem Parameter-
bereich A, indem man ansetzt:

f: A—R3, (w,y)'%ﬂfa%f(xay)) .

O

Fig. 2.1.23

@ 512{', die zweidimensionale Sphéare vom Radius R, besitzt die Parameter-

darstellung
(¢,0) = Rcosfcos ¢

x(¢,0
f: (¢,0)r — y(¢,0) = RcosOsin ¢
z(¢,0) = Rsiné
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(Fig. 2.1.24). Parameterbereich ist das Rechteck [0,27] x [-Z,Z] in der

202
(¢,0)-Ebene. Léngs den Kanten 6 = £ 7 ist diese Darstellung nicht “regular”,
da diese Kanten auf je einen Punkt (N und S) abgebildet werden. O
z
9
/2
—7/2 Y
Fig. 2.1.24
R3 ~ R?
Eine Abbildung
f: R~ R3, (u,v,w)+ ~(z,y, 2)

1a83t sich erstens als Parameterdarstellung eines Bereichs B im (z,y, 2)-Raum
auffassen. Das ist dann von Interesse (und spielt eine wichtige Rolle in der
“mehrdimensionalen Integralrechnung”), wenn sich ein gegebener Bereich B
in kartesischen Koordinaten nur sehr umstandlich beschreiben 148t.

z
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Man ersetzt dann diese Beschreibung durch eine Parameterdarstellung mit
einem Parameterbereich A im (u, v, w)-Raum, der wenn irgend moglich ein
achsenparalleler Quader ist (Fig. 2.1.25). Gelegentlich wird dann der Bereich
A gar nicht gezeichnet, sondern man fafit u, v, w als “neue Koordinaten” im
(z,y,z)-Raum auf und bringt sie in geeigneter Weise in der (z,y, z)-Figur
zur Darstellung. Siehe dazu etwa die Figur 1.5.11.

@ Es sei B der von den drei linear unabhingigen Vektoren a, b, ¢ aufge-

spannte Spat und I := [0,1]3 der Einheitswiirfel im (u,v,w)-Raum. Dann
ist
f: I— B, (u,v,w) + —ua + vb + wc

eine Parameterdarstellung von B (Fig. 2.1.26). O

w

1

v
0

Fig. 2.1.26

) Die Kugelkoordinaten liefern eine Parameterdarstellung der Kugel

Br = {(z,y,2) ’ Vat+y?+ 22 <R} ;

Parameterbereich ist ein Quader im (r, ¢, #)-Raum:
f: [0,R]x[0,27] x [—g,g} — Bp
x = rcosfcoso
(r,¢,0) +—< y=rcosfsing
z =rsinf

Dabei wird die ganze Seitenflache r = 0 des Quaders auf den einzigen Punkt
O abgebildet. Da aber diese Seitenflidche kein Volumen besitzt und der Punkt
O auch nicht, spielt das zum Beispiel fiir die Zwecke der Integration keine

Rolle. O
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FEine vektorwertige Funktion
K: R® ~ TR?, x + —K(x) (5)

148t sich noch zu einem ganz anderen Zweck verwenden, namlich zur Produk-
tion eines Vektorfelds. Das sechste Kapitel dieses Texts, “Vektoranalysis”, ist
ganz den Vektorfeldern gewidmet und bildet die mathematische Grundlage
der Elektrodynamik.

133 T
| K(x)
T/
R3 . STX T -
Fig. 2.1.27

Der Funktionswert an der Stelle x ist hier ein Vektor K(x), der im Punkt
x “anzuheften” ist und zum Beispiel das elektrische Feld oder die Geschwin-
digkeit einer stromenden Fliissigkeit in diesem Punkt darstellen kann (siehe
die Fig. 2.1.27). Dieses “Anheften” ist folgendermafien zu verstehen: Der
Punkt x wird als Ursprung eines neuen Raumes Ty, des Tangentialraumes
von x, angesehen (darauf bezieht sich das ‘7" in der Formel (5)), und K(x)
ist ein Vektor in diesem Tangentialraum oder eben ein Tangentialvektor im
Punkt x. Ist in dieser Weise fiir jeden Punkt x eines Raumteils Q C R? ein
Tangentialvektor K(x) erklart, so nennt man K(-) ein Vektorfeld auf Q2 und
zeichnet eine Figur in der Art von Fig. 2.1.28.

Fig. 2.1.28
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Im Ursprung befinde sich eine Punktladung ¢ > 0. Diese Punktladung
erzeugt ein elektrisches Feld E(-), genannt Coulombfeld. Das Feld E(-) ist
proportional zu ¢, radial nach auflen gerichtet, und sein Betrag nimmt mit
dem Quadrat des Abstandes von 0 ab. Da die Situation kugelsymmetrisch
ist, brauchen wir in Fig. 2.1.29 nur die wesentliche Koordinate r darzustellen.

Es gilt also fiir eine geeignete, vom Maflsystem abhéngige Konstante ¢ > 0:

wobei x/r einen radial nach auen gerichteten Einheitsvektor an der Stelle x
darstellt. In Koordinaten ausgeschrieben sieht das Feld E(-) folgendermaflen
aus:

E(zy,x9,23) = “q (:1:1 2 x?’)
1L,Z2,23) = 53— 5 s\ )-
o af+aztay N

O

(9 E(x)
»—o—»—o—»—» r
0 X
Fig. 2.1.29
Aufgaben

1. Produziere
(a) die Polardarstellung,
(b) eine Parameterdarstellung
einer Kurve, welche ungefahr so aussieht wie die Kurve in Figur 2.1.30.

Zeichne Deinen Vorschlag mit Hilfe von (). (Hinweis: Verwende eine
Funktion der Form

r(@) = 1-— eclos(ab) )

2. (M) Zeichne das Niveaulinienportrait der Funktion

(z—1)% 442

flz,y) = CESEERTE

Beschreibe den geometrischen Gehalt dieser Aufgabe und ihrer Losung in
Worten.
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Fig. 2.1.30

3. Eine gegebene harmonische Schwingung der Amplitude A wird von einer
zweiten Schwingung derselben Kreisfrequenz iiberlagert, wobei die Ampli-
tude dieser Storung hochstens A/2 betrdgt. Um welchen Betrag kénnen
sich dabei Amplitude und Phase der urspriinglichen Schwingung hoch-
stens verandern? (Hinweis: Geometrisch argumentieren!)

4. Zwischen drei harmonischen Schwingungen gleicher Kreisfrequenz beste-
hen folgende Phasendifferenzen: 60° zwischen der ersten und der zweiten,
150° zwischen der zweiten und der dritten, 150° zwischen der dritten und
der ersten. Die Summe der drei Schwingungen verschwindet identisch.
Wie verhalten sich die Amplituden?

5. Betrachte den Halbkreisbogen ~ := {(:r:,y) ‘ 224yt =1, x> O} sowie
die in der ganzen (x,y)-Ebene definierte Funktion

f(z,y) := “Distanz von (z,y) zum néchstgelegenen Punkt von v” .

Gewtinscht ist eine formelméfBiige Darstellung von f(z,y) mit moglichst
wenig Verzweigungen. (Hinweis: Die Losung ergibt sich im wesentlichen
durch Inspektion der Figur; wenn nétig die Betragsfunktion verwenden.)
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Surjektiv, injektiv, bijektiv

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen Definitionen fiir Funktionen (Ab-
bildungen) f: A — B im allgemeinen; A und B sind irgendwelche Mengen.
Angegeben ist dom (f) = A. Gilt auch im (f) = B, in Worten: Tritt jeder
Punkt y des angebotenen Zielbereichs B tatsachlich als Funktionswert auf,
so heifit f surjektiv, altmodisch: eine Abbildung von A auf B.

Bsp: Die reelle Funktion
g R—-R, z—g(r) =% — 22

(Fig. 2.2.1) ist surjektiv, die Funktion sin: R — R hingegen nicht wegen
im (sin) = [-1,1] # R.

y=g(x)

Y1

Fig. 2.2.1

Die Funktion (Abbildung) f heifit injektiv, altmodisch: eineindeutig, wenn
sie in verschiedenen Punkten verschiedene Werte annimmt, in anderen Wor-
ten: wenn aus f(x1) = f(x2) folgt: z1 = xs.

Bsp: Die eben betrachtete Funktion g ist nicht injektiv; so wird etwa der Wert
y1 an drei verschiedenen Stellen angenommen. Die eingeschréinkte Funktion

. T T
S10 0

272
ist injektiv, da sin in dem angegebenen Intervall streng monoton wéachst.
Parameterdarstellungen von Kurven, Flachen oder rdumlichen Bereichen sind
“im wesentlichen” injektiv.
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Ist f: A — B surjektiv und injektiv, so heifit f bijektiv. Eine bijektive
Abbildung verheiratet die Elemente von A monogam mit denjenigen von
B, so dal am Schlufl von keiner Sorte eines iiberzéhlig ist (Fig. 2.2.2). Ist
f: A — B injektiv, so ist f: A — im(f) bijektiv, da nunmehr die Punkte
y € B, die nicht als Funktionswert vorkommen, aufler Betracht fallen.

A [¢] [e] [¢] [e] [e] [e] [¢] o [¢] [¢] [e] [¢] [e] [e] [e] [¢]

f

B L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

Fig. 2.2.2

Bsp: Die Funktionen tan: }—g, g [ — R und tanh: R —]—1,1[ (s.u.) sind
bijektiv.

Exkurs iiber unendliche Mengen

Wenn wir sagen, eine gewisse Menge A besitze n Elemente, so meinen wir im
Grunde genommen das folgende: Es gibt eine bijektive Abbildung der Menge
[1..n] auf A. Diese Vorstellung &8t sich auf unendliche Mengen ausdehnen.
Es stellt sich dabei heraus, dafl unendlich nicht einfach unendlich ist. Dariiber
soll hier kurz berichtet werden.

Eine Menge A heifit abzdhlbar unendlich oder einfach abzdhlbar, wenn es
eine bijektive Abbildung f: N — A (oder umgekehrt) gibt. Beispiele von
abzahlbaren Mengen sind N, Z, die Menge der geraden Zahlen, die Menge
der Primzahlen. Wie Cantor als erster bemerkt hat, ist auch N x N und
damit Q (als Menge von Paaren (p, q)) abzahlbar. Zum Beweis geniigt es,
eine injektive Abbildung f: N x N — N anzugeben. Hier ist sie:

f(p,q) :==2"-37.

Da die von f produzierten Zahlen eine echte Teilmenge von N bilden, besitzt
N x N “eher weniger” Elemente als N (in Wirklichkeit sind es natiirlich gleich
viele).

FEine Menge A ist iiberabzahlbar, wenn es keine surjektive Abbildung f: N —
A gibt. Die einfachste iiberabzihlbare Menge ist die Menge aller unendlichen
0-1-Folgen . = (fo, B1, P2, ...). Dafl diese Menge (:: IB%N) iiberabzihlbar
ist, 148t sich folgendermaflen einsehen:
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[ Wire BY abzihlbar, so kénnte man sich einen Computer vorstellen,
der die samtlichen Binarfolgen in unendlich langen Zeilen nacheinander aus-

druckt:
01011010100110011110...

00010011100101010110. ..
10101000110001100001 . ..
00000110000011001010. ..
11011110110001101011 ...
10001101111111001100. ..
01011001101110001 ...

Wahrend der Computer an der Arbeit ist, betrachten wir die Hauptdiagonale
der entstehenden Matrix [ﬁjk] und bilden eine besondere Folge (.* gemaf

der Vorschrift
Bt = {1 (Br.e = 0)
R 0 Brr=1) ~

in dem obigen Beispiel also die Folge
B.F = (1101001...) .

Diese Folge wird vom Computer nicht produziert, denn sie unterscheidet sich
von jeder ausgedruckten Folge an wenigstens einer Stelle. N

Fafit man die Binérfolgen als unendliche Dualbriiche Sy. 31 82 ... auf, so
erhélt man gerade die sdmtlichen reellen Zahlen im Intervall [0, 2], die aller-
meisten genau ein Mal. Damit ist auch R iiberabzahlbar.

Umkehrfunktion
Eine bijektive Funktion (Abbildung)
fr o dom(f) —im(f),  xv—y:= f()

besitzt eine wohlbestimmte und ebenfalls bijektive Umkehrfunktion, auch
inverse Abbildung genannt, und zwar ist

f7he im(f) — dom (f)
(Fig. 2.2.3) definiert durch

fHy) := “das z € dom (f) mit f(z)=y" .
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— ~_ —_— —— —— —— —— —

Fig. 2.2.3

Liegt f als Funktionsterm vor, so erhilt man den Funktionsterm fiir f—!,
wenn es gelingt, die Gleichung f(z) = y fiir unbestimmtes y formelméaBig
nach z aufzuldsen.

() Es sei

3z +7
T)i=—,
wobei wir uns um den genauen Definitionsbereich im Augenblick nicht kiim-
mern. Die folgende Kette von Gleichungen liefert den Funktionsterm fiir

S

T s o e -
2y +7 N
ZL‘—5y_3 f (y)_5y_3'
y Q
=
y=Ffa) (@, @)= (F).v)
o \
—1
im(f) =dom(f1) h /’ !
\
\ /
4 dom(f=im(f)
x=f"1(y)
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Fig. 2.2.4 zeigt f und f~! im Graphenbild. Der Graph von f kann also
auch als Graph von f~! dienen; dabei mufl man nur den Kopf so halten, wie
Fig. 2.2.5 zeigt.

Fig. 2.2.5

Anmerkung: Werden f und f~! gleichzeitig betrachtet, so behilt man
mit Vorteil z als Variable in dom (f) = im (f~!) und y als Variable in
im (f) = dom (f~1) bei; insbesondere ist dann y die unabhingige Variable
von f~!. Interessiert das f nicht mehr, so kann man den Graphen von f~!
in die iibliche Position bringen, d.h. f~! als Funktion einer neuen, horizontal
skalierten Variablen x darstellen.

Die Umkehrfunktion “existiert” unter den angefiihrten Umsténden, auch
wenn es nicht moglich ist, sie formelméafig mit Hilfe von “schon vorhan-
denen” Funktionen darzustellen. Viele wichtige Funktionen, zum Beispiel
die Arcus-Funktionen und letzten Endes auch arg, sind ausdriicklich als
Umkehrfunktionen von anderen Funktionen definiert und zunéchst nicht an-
derweitig darstellbar.

(3 Essein > 1. Die Potenzfunktion

pot. :

n*

REOHREOa x»—y::x”
ist injektiv: Aus 0 < z’ < x folgt
m

2= =" " 4 4+ ) (=) > 0,

insbesondere 2™ # x'". Ferner ist pot,, auch surjektiv (wird spéter bewiesen).
Es gibt daher eine Umkehrfunktion, genannt n-te Wurzel:

wrz,:  Rso— R>g, Yy — = wrz, (y) .

Anstelle von wrz, (y) schreibt natiirlich jedermann {/y. O
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Viele wichtige Funktionen, zum Beispiel die trigonometrischen Funktionen,
sind leider nicht injektiv. Um die Existenz einer Umkehrfunktion wenigstens
fir einen “Teil” von f auch in diesem Fall zu erzwingen, kann man den
Definitionsbereich so weit verkleinern, dafl f auf dem verkleinerten Bereich
injektiv wird. Man wéhlt also eine geeignete Teilmenge A C dom (f) und
“vergifit” die Funktion auBlerhalb A. Diese Einschrinkung von f auf A wird,
wenn wirklich nétig, mit f [ A bezeichnet. Wir behandeln als Anwendung
dieser Idee die Arcus-Funktionen.

—7/2

Fig. 2.2.6a

® Die Einschréinkung sin | [—% g] ist streng monoton wachsend und bildet
das Intervall [ -7, 7 | bijektiv auf [—1,1] ab (Fig. 2.2.6a). Es gibt daher die
Umkehrfunktion
arcsin:  [—1,1] — [—E Z}
* ) 2 ) 2 )
genannt Arcussinus (Fig. 2.2.6b).

Y
/2

y=arcsinx

T

—7/2

Fig. 2.2.6b
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Die Einschrankung cos [ [0, 7] ist streng monoton fallend und bildet das In-
tervall [ 0, 7 | bijektiv und gegensinnig auf das Intervall [ —1,1] ab (Fig. 2.2.7).
Es gibt daher die Umkehrfunktion Arcuscosinus:

arccos: [—1,1] = [0,7],

die monoton von 7 nach 0 fallt.

Y
y 7r
1
— ] Y =COST
/2 m
0 / . /2
- Y =arccosx
-1
z
—1 1

Fig. 2.2.7

Die Einschrinkung tan | ]—%, g[ ist streng monoton wachsend und bildet

das Intervall ]—%, %[ bijektiv auf R ab (Fig. 2.2.8). Es gibt daher die Um-
kehrfunktion Arcustangens:
arctan: R — }—g,g[ O

/2
/4

—7/2
y=arctanx

Fig. 2.2.8
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Verkniipfungen von Funktionen

Sind f und g Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich (eine be-
liebige Menge) und Werten in der gleichen Grundstruktur, zum Beispiel in
C, so lassen sich f und g ebenfalls den in C vorhandenen Operationen und
Verkniipfungen unterwerfen. Damit sind in natiirlicher Weise die Funktionen

fa ’f’a Refv Imfa f+ga >‘f7 f'g7 f/g

mit demselben Definitionsbereich erklart — f/g natiirlich nur in den Punkten
x, wo g(z) # 0 ist.

Funktionen (Abbildungen) lassen sich aber noch auf eine weitere Art mitein-
ander verkniipfen: Sind f: A — B und g: B — C zwei Funktionen, so ist fiir
jedes z € A zunéchst durch f der Punkt f(z) € B festgelegt und zu diesem
dann durch g der Punkt g(f(z)) € C (Fig. 2.2.9). Damit entsteht von selbst
die zusammengesetzte Abbildung

gof: A—C, 1 —g(f(z)) .

B

44—

—~a

fla)

Fig. 2.2.9
@ Die beiden Funktionen

flx):=¢e", g(x) :==cosz

lassen sich als Abbildungen von R nach R auffassen und somit auf zweierlei
Arten zusammensetzen. Die beiden Zusammensetzungen

Ccos T

gof: xv—cos(e”), fog: xv—e

sind offensichtlich voneinander verschieden: g o f nimmt Werte im Intervall
[—1,1] an, f o g im Intervall [1 ¢]. O
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Fig. 2.2.10

exp

log

Fig. 2.2.11

6 Ist f: A — B bijektiv, so gilt
[Tof=ida,  fofT'=idp
(Fig. 2.2.10); dabei bezeichnet
idg: A— A, T —x

die identische Abbildung von A.
Bsp: Logarithmus und Exponentialfunktion (Fig. 2.2.11). Man hat

ViteR: log(e!) = t;
Vr € Ryo: el8T = .
>0 O
(@) Es seien
v R A~ R3, t—x(t)

die Parameterdarstellung einer Raumkurve (als “Flugplan” zu interpretieren)
und
u: R* AR, X 1 —u(X)

eine Temperaturverteilung im Raum. Dann stellt die Zusammensetzung

f(t) == u(x(t))

den vom mitfliegenden Beobachter aufgezeichneten zeitlichen Temperaturver-
lauf dar. O
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Stetigkeit

Theoretisch betrachten wir die Punkte (Zahlen, Vektoren) unserer Grund-
strukturen als ideale Objekte, die mit “unendlicher Genauigkeit” erfafit und
manipuliert werden kénnen. In einem Computer sind aber nur die allerwenig-
sten Zahlen, zum Beispiel die Zahlen

+p/q (peN,geNs; p, g <2%)

exakt darstellbar, alle anderen konnen nur mit ziemlicher Genauigkeit ap-
proximiert werden. Wenn wir unter diesen Umsténden sinnvoll mit Funk-
tionen arbeiten wollen (Fig. 2.2.12), sind wir darauf angewiesen, daf die
Eingabe eines Naherungswerts x anstelle des richtigen Werts o (man denke
an o := m) zu einem Funktionswert f(x) fiihrt, der in der Néhe des richtigen
Funktionswerts f(xg) liegt. Es soll also gelten:

r=z9 = f(x)= f(zo) .

x —{ Funktion — f()

Input Output

Fig. 2.2.12

Die hier angesprochene Eigenschaft von Funktionen ist die sogenannte Ste-
tigkeit. Wie wir noch sehen werden, handelt sich da um einen fundamentalen
Begriff der Analysis. In der beschriebenen Situation ware man wohl zufrieden,
wenn folgendes sichergestellt ware:

Ve |f(z) = f(zo)] < |z —z0] ,

das heiflt, wenn der Fehler im Output hochstens so grof} ist wie der Fehler im
Input. Ja, es wiirde auch geniigen, wenn fiir eine geeignete Konstante C' > 0
(zum Beispiel C' := 20) die Fehlerabschétzung

Voi o |f(@) - f(zo)| < C o — a| (1)

gilt. LaBt sich der Fehler im Funktionswert durch eine derartige Lipschitz-
Bedingung begrenzen, so heifit f lipstetig (sic!) an der Stelle zy. Leider
1483t sich die Stetigkeit mit diesem einfachen Ansatz nicht ganz in den Griff
bekommen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Die Wurzelfunktion
Vi Rsp — Rso, T —/x

ist zweifellos stetig, und zwar auch im Ursprung: Je nadher x bei 0 ist, desto
niher ist auch \/z bei v/0 = 0. Wegen

Vz VOl _ vz _ 1

WIZVI VT = w0 (z— 04)

|z =0 r oV

gibt es aber kein C' > 0, so daf fiir alle > 0 die Fehlerbegrenzung

V=0 < Clz—0]

garantiert ist.

Fig. 2.2.13

Folgendes trifft hingegen zu (Fig. 2.2.13): Ist eine (beliebig kleine) Toleranz
e > 0 vorgegeben, so laft sich |\/z — V0| < e erzwingen, indem man z
hinreichend nahe bei 0 wihlt: Es geniigt, daf |z — 0] < &2 ist. O

Diese eigentiimlich verschachtelte Bedingung liegt der allgemeinen Definition
der Stetigkeit zugrunde: Die Funktion f ist an der Stelle x stetig, wenn sich
zu noch so kleiner Toleranz € > 0 ein “Schlupf” § > 0 angeben 1a3t, so dafl
fir alle z € dom (f) gilt:

v — 20| <6 = |[f(z)— flwo)| <e.

Der Schlupf § wird in aller Regel von ¢ abhéngen: Je kleiner die Fehlerto-
leranz beim Funktionswert ist, desto weniger Schlupf darf die unabhéngige
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Variable aufweisen. — Eine Funktion f heiffit ganz einfach stetig, wenn sie
an jeder Stelle xg € dom (f) stetig ist.

Erfreulicherweise benotigen wir diese allgemeine Definition kaum; denn in den
allermeisten Féllen ist eine Lipschitz-Bedingung (1) erfiillt, und das reicht fiir
die Stetigkeit aus: Gilt (1) fiir ein gewisses C' und ist eine Toleranz ¢ > 0
vorgegeben, so ist |f(z) — f(zo)| < € garantiert, sobald |x — 2| < ¢/C ist.
Folglich ist § := €/C ein zuladBiger Schlupf.

Alles, was hier gesagt wird, gilt nicht nur fiir Funktionen f: R ~ R, sondern
flir Funktionen, die in einer beliebigen Grundstruktur

X e {R,RYR? ...,C}

definiert sind und in einer derartigen Struktur X’ Werte annehmen. In allen
diesen Strukturen ist eine natiirliche Abstandsmessung

d(z,a) = |z —a

vorhanden, und etwas anderes haben wir bei der Definition der Stetigkeit
nicht gebraucht. Anstelle dieses euklidischen Abstandes verwendet man gele-
gentlich auch die Abstandsfunktion

|x —al = 1211?%{71 |z, — ag| (x,a€R").

Die “Einheitskugel” ist dann ein achsenparalleler Wiirfel der Kantenlange 2.
Wie man sich leicht iiberlegt, gilt

Ix —af < |x—al <vn|x—all .

Die beiden Abstandsmessungen unterscheiden sich also hochstens um den
Faktor /n. Fiir Konvergenz- und Stetigkeitsbetrachtungen spielt es daher
keine Rolle, ob man mit dem euklidischen Betrag |x| oder mit der “Wiirfel-
norm” ||x|| arbeitet.

Wir notieren die folgenden Grundprinzipien:

(2.2) (a) Konstante Funktionen sind stetig.
(b) Die identische Abbildung x+ —x ist stetig.
(¢) Die Zusammensetzung von stetigen Funktionen ist stetig.

(d) Die Umkehrfunktion einer injektiven stetigen Funktion f: R ~ R ist
stetig.

[ Wir beweisen nur (c), wobei wir die folgenden vereinfachenden Annah-
men zugrundelegen: Die Funktion f: x 1 —y sei lipstetig an der Stelle zq:

Voo |f(z) = flzo)| < Clo — zol,
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und die Funktion g: y+ —z sei lipstetig an der Stelle yo := f(x0):

Yy lg(y) = 9(yo)| < C'ly — ol -
Hieraus folgt: Fiir alle z gilt
lgo f(z) —go f(xo)l = lg(f(x)) — g(f(x0))]

< C'|f(z) — f(z0)]
<C'Clz -zl ;

somit genligt g o f an der Stelle xq einer Lipschitz-Bedingung mit der Kon-
stanten C’ C. (Das ist die “Kettenregel” fiir Lipstetigkeit!) N

a=(ay, ay, ag)

(=1lty))

Fig. 2.2.14

Fiir zwei beliebige Punkte x = (21,2, z3) und a = (a;,as,asz) im R? gelten
die Ungleichungen

|z — ai| < |x —a| < |z1 —a1] + |v2 — az| + |23 — a3] (2)

(Fig. 2.2.14). Aus diesen Ungleichungen, bzw. den analogen Ungleichungen
in den anderen Grundstrukturen, folgt:

(2.3) (a) Die Projektionen
pr;; X—=R, X —;

auf die Koordinatenachsen, insbesondere auch Re und Im, sind stetig.

(b) Eine X-wertige Funktion

b)) (= (0. L0, f0), 2B.)

ist genau dann stetig, wenn die einzelnen Koordinatenfunktionen f; stetig
sind.
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[ (a) Die linke Ungleichung (2) besagt, daB pr; lipstetig ist mit Lipschitz-
Konstante 1. — (b) Ist f stetig, so ist nach (2.2)(c) auch jedes f; = pr; of
stetig. Fiir die Hauptaussage von (b), dafl ndmlich die Stetigkeit der f; die
Stetigkeit des “Gesamtobjekts” f nach sich zieht, verwenden wir die rechte
Ungleichung (2) mit x := f(¢), a := £(ty). Wenn wir fiir die f; vereinfachend
(1) annehmen, so ergibt sich

3 3
£(0) — £(t0)| < D_1filt) ~ filto) < 3 Cilt — o

= (Cy+ Ca+ Gyt —to -

Somit ist f an der Stelle ¢ty ebenfalls lipstetig, wobei C' := C + Cs + C5 als
Lipschitz-Konstante dienen kann. N

Stetigkeit der Rechenoperationen
Fiir die analytische Praxis ist nun das folgende entscheidend:

(2.4) Die in den Grundstrukturen X vorhandenen Operationen sind stetig.

[ Wir behandeln nur das Produkt von reellen Zahlen, das wir als eine
Funktion p(-) der Vektorvariablen x = (x1,z2) betrachten:

p(x) = x1 - X2

) r——— -
| |
‘ X= (xla .%‘2) ‘
| Lﬂ |
| |
‘ a= (ab a’2) ‘
| |
| |
- ] 11

Fig. 2.2.15

Es geniigt, die Stetigkeit von p(-) an einer fest gewihlten Stelle a € R? zu
beweisen. Da wir dabei nur Produkte x; - 22 von Zahlen x; = a7 und 2 = as
betrachten miissen, diirfen wir von vorneherein

Ix —all <1
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annehmen (Fig. 2.2.15). Wir erhalten dann folgende Kette von Ungleichun-
gen:

Ip(x) — p(a)| = [z122 — araz]
= |[(z1 — a1)az + a1 (w2 — az) + (1 — a1) (w2 — az)|
<laz||z1 —a1] + |a1| |z2 — as| + |21 — a1] |22 — azf
< llall [Ix - all + [[a]l [Ix — al| + [x — a]|?
< 2[lal| +1) [[x —all ;

somit ist p(-) lipstetig an der Stelle a. N
Aus den Sétzen (2.2)—(2.4) folgt insbesondere

(2.5) Ein mit stetigen Funktionen gebildeter rationaler Ausdruck ist, soweit
definiert, stetig.

[ Wir kénnen zum Beispiel das Produkt g := f; - fo von zwei stetigen
Funktionen fi1, fo : X ~ R als Zusammensetzung g = p o f von stetigen
Funktionen interpretieren:

f P
X A R2 - R

t = (L), f2(8)) = f1(t)- fa(t)

Die erste Funktion ist stetig geméafl Prinzip (2.3)(b), die zweite nach Satz
(2.4), die Zusammensetzung nach (2.2)(c). ]

Wenn wir die Stetigkeit der Funktionen exp, cos, sin einmal voraussetzen,
ergibt sich hieraus weiter mit Satz (2.2)(d): Alle elementaren Funktionen
sind in ihrem Definitionsbereich stetig.

© Die Potenzfunktionen pot,,: 1+ —a™ sind als endliche Produkte von steti-
gen Funktionen x + —x stetig. Nach (2.2)(d) sind also auch die Wurzelfunk-
tionen {/- stetig. — Die Funktion

1—log? z 1
(& arccos T¥z2

logsin(1 + e®)

fx) =

ist, soweit definiert, stetig. O
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Zwischenwertsatz

Die Stetigkeit garantiert nicht nur, dafl mit den betreffenden Funktionen
in verniinftiger Weise numerisch gearbeitet werden kann, sondern sie bildet
auch die Grundvoraussetzung fiir fundamentale Satze der Analysis, so fiir
den folgenden Zwischenwertsatz. Es leuchtet ein, daf} ein derartiger Satz fiir
Funktionen, die Spriinge machen, nicht gilt.

(2.6) Essei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und
fla) <0< f(b) -

Dann besitzt f im Intervall [a,b] wenigstens eine Nullstelle &.

[ Wir konstruieren durch fortgesetztes Halbieren des Intervalls [ a, b] rekur-
siv eine Folge von Intervallen [ay, by |:

[ak-i-l,bk-‘rl] = |:

Dann ist die Folge a. monoton wachsend (Fig. 2.2.16), die Folge b. monoton
fallend, und es gilt fiir alle k:

be—ax = geb—a),  fla) <0< flby)

Hieraus folgt mit Satz (1.1): Die beiden Folgen besitzen einen gemeinsamen
Grenzwert &; wir behaupten natiirlich: Es ist f(£) = 0.

a 4y ag 3
ap as as |0, .
a /by by by

\ b b3

Fig. 2.2.16
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Wir beweisen das indirekt und nehmen an, es sei etwa f(§) =: 2¢ > 0. Da f
an der Stelle £ stetig ist, gibt es zu diesem ¢ einen Schlupf § > 0 mit

[r—¢l <6 = [flz)-f(O)<e.

Insbesondere ist dann f(x) > ¢ > 0 fiir alle z €] —6,£]. Da die aj von unten
gegen & konvergieren, gibt es bestimmt ein aj in diesem Intervall (siehe die
Fig. 2.2.17), und man hétte f(ar) > 0 — ein Widerspruch. N

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes 148t sich zum Beispiel leicht beweisen, dafl
die Potenzfunktionen pot,: R>¢o — R>¢ surjektiv sind.

Die im Beweis von (2.6) angegebene Konstruktion einer Nullstelle ¢ heifit
bindre Suche und wird auch in der numerischen Praxis haufig verwendet.
Wir behandeln dazu ein numerisches Beispiel.

®) Gegeben ist das Polynom dritten Grades
flz) =a2> -z —1.

Esist f(0) = —1, f(2) = 5. Wir legen dann die folgende Tabelle an:

a by ak;‘bk f<ak-2|—bk)
0 2 1 -1
1 1.5 0.875
1.5 1.25 —0.2969
1.25 1.375 0.2246
1.375 1.3125 —0.0515
1.3125 1.34375  0.0826
1.34375  1.328125 0.014576
1.328125 1.320313 —0.018711
1.320313 1.324219 —0.002128
1.324219 1.326172  0.006209
1.326172 1.325195 0.002037
1.325195 1.324707 —0.000047
Folglich besitzt f die Nullstelle £ = 1.3247. O

@ Ist B C R? eine beschriinkte konvexe Menge mit glattem Rand 0B,
so gibt es einen geradlinigen Schnitt, der sowohl den Flécheninhalt wie den
Umfang von B halbiert.
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Fig. 2.2.17

[ Es bezeichne A den Flicheninhalt und L den Umfang von B. Wébhle fiir
OB eine Parameterdarstellung

0B : si—z(s) (0<s<1L)

mit der Bogenldnge als Parameter. Jeder geradlinige Schnitt durch zwei
Punkte

z(s), z(s—l—%) (Ogsgé)

halbiert den Umfang. Es bezeichne a(s) den Flacheninhalt zur Rechten eines
derartigen Schnittes. Ist zum Beispiel a(0) < 4, soist a(£) = A—a(0) > 4.
Es gibt daher ein so € [0, £ ] mit a(sg) = % ]

O

Aufgaben

1. Die Funktion

ooz —/9—1/25 -z

wird als reellwertige Funktion der reellen Variablen x betrachtet.

(a) Bestimme den Definitionsbereich dom (f) =: D sowie den Wertebe-
reich im (f) =: W.

(b) Uberlege: f ist Zusammensetzung von streng monotonen Funktionen
und damit injektiv.

(c) &) Bestimme den analytischen Ausdruck der Umkehrfunktion
fL:w—-bD.

(d) M) Zeichne die Graphen von f und von f~1.
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2. Produziere ein anregendes Beispiel von drei reellen Funktionen f, g, h, so
daf} fiir ein geeignetes Intervall I gilt:

hogo f = idy .

3.Es sei #A =5, #B = 8. Bestimme
(a) die Anzahl der injektiven Abbildungen f: A — B,
(b) die Anzahl der surjektiven Abbildungen g : B — A.
(Hinweis: Fiir (b) gibt es keine einfache Formel.)

4. Es sei f(x) := 2% + 2z + 2. Man bestimme, soweit mdglich, die
Umkehrfunktionen der Einschrankungen

(a) erZO ’ (b) f”_270] s (C) f[RS—Q .
5. Zwei reelle Groflen z und y sind durch die Beziehung

Vitao+/1+y=2

aneinander gekoppelt. Ist diese Beziehung monoton? Welche Intervalle
der z- und der y-Achse werden dadurch aufeinander abgebildet? Figur!

6. Erfinde eine Funktion f: R — N, die in jedem noch so kurzen Intervall
jeden Wert k € N annimmt.

7. Erfinde eine bijektive Abbildung von R>¢ auf R-q.

8. (M) Die vier Teilflichen in der Figur 2.2.18 sind gleich gro. Bestimme
den Winkel « mit Hilfe eines Taschenrechners und binérer Suche (eine
Tabelle anlegen!). Wieviel Schritte wiiren nétig, um « auf 107¢ Grad
genau zu berechnen?

Fig. 2.2.18

9. M) Man bestimme die Konstanten o und 3 sowie f(—1), f(1) derart, daf
die Funktion

2> —azx+f3 (x < —1)
f(z) =< (a+p)x (—l<z<1)
? +ax — f (x> 1)
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auf der ganzen reellen Achse stetig wird, und zeichne den resultierenden
Graphen von f. (Hinweis: Diese Aufgabe kann von A bis Z mit (M) gelost
werden.)

10. Eine Funktion f: I — R heif3t unimodal, wenn sie bis zu einer bestimmten
Stelle £ € I streng monoton wachst und anschlieend streng monoton féllt.
(a) Erfinde einen Suchalgorithmus fiir £ (I = [a,b] vorausgesetzt).
(b) Wende diesen Algorithmus an auf das Beispiel

ft) = vVt—et  (0<t<1).

11. Zeige: Ist f: S' — R eine stetige Funktion auf der Peripherie des Ein-
heitskreises, so gibt es zwei Diametralpunkte auf S', in denen f denselben
Wert annimmt.

12. Verifiziere die folgenden Identitéten:

(a) arcsinx + arccosx = g 0<z<1),

(b) tan(arcsinz) = S (-l<z<1).

V1— 22



2.3 Grenzwerte

Ist eine gegebene Funktion als stetig erwiesen, so ist man sicher, daf sie sich
auf threm ganzen Definitionsbereich verniinftig verhalt. Wenn wir aber das
Verhalten einer Funktion in den Randzonen von dom (f) oder in der Nahe
von isolierten Ausnahmepunkten (Beispiel: sinz/z bei z := 0) beschreiben
wollen, so bendtigen wir den Begriff des Grenzwerts.

Einige Begriffe aus der allgemeinen Topologie

Bevor wir damit beginnen, erlautern wir einige Begriffe aus der sogenann-
ten allgemeinen Topologie, dem Teilgebiet der Mathematik, das sich mit
Stetigkeit “an sich”, mit der Konvergenz in unendlichdimensionalen Rdumen
und mit Ahnlichem befaBt.

Es sei A eine beliebige Teilmenge des Grundraums X, z.B. von C. Ein Punkt
a € A ist ein innerer Punkt von A, wenn es eine (u.U. kleine) Vollkugel mit
Zentrum a gibt, die noch ganz zu A gehért (Fig. 2.3.1). Man kann dann von
a aus in jeder Richtung noch ein Stiick weit gehen, ohne A zu verlassen. Eine
Menge A, die nur aus inneren Punkten besteht, heifit offen. Als Faustregel
kann das folgende dienen: Eine durch endlich viele strenge Ungleichungen
definierte Menge ist offen.

Bsp: Das offene Intervall ]0, 1[ ist offen in R, die Kreisscheibe {z € C | |z| <

1} ist offen in C, und {(ac,y,z) ‘ 0<z<1-— \/m2+y2} ist ein offener
Kreiskegel im R3.

X\A L 04

Dy @

Fig. 2.3.1

Ein Punkt £ € X, ob er nun zu A gehort oder nicht (Fig. 2.3.1), ist ein
Randpunkt von A, wenn jede (noch so kleine) Vollkugel mit Mittelpunkt &
sowohl die Menge A wie deren Komplement X \ A schneidet. Die Menge der
Randpunkte von A wird mit 0A bezeichnet. Die betrachtete Menge A heifit
abgeschlossen, wenn 0A C A gilt, das heifit: wenn der Rand vollstdndig zu A
dazugehort. Als Faustregel kann das folgende dienen: Eine durch Gleichun-
gen und <-Ungleichungen definierte Menge A C X ist abgeschlossen.
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Bsp: Rso und [a,b] sind abgeschlossene Teilmengen von R, die Ellipse
{(:1:, Y) ’ 222 4 5y? < 7} ist eine abgeschlossene Menge in der Ebene, und die
a-Achse {(z,y,2z) € R® | y =0, 2 =0} ist eine abgeschlossene Menge im R®.

Begriff des Grenzwerts

Wir betrachten also eine Funktion f: X ~ X’ und konzentrieren unsere
Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Punkt £ € X, typischer Weise einen
Randpunkt von dom (f). Da wir das Verhalten von f studieren wollen, wenn
“x nach & strebt”, nehmen wir von vorneherein an, daf es in beliebiger Nahe
von & tatséchlich Punkte z € dom (f) gibt. Die Frage nach dem Verhalten von
f(x) fiir x — ¢ fihrt auf die Frage: Kénnte man den Wert f(§) so definieren
bzw. umdefinieren, daf§ die durch f(§) := 7 erweiterte bzw. abgeénderte
Funktion f an der Stelle ¢ stetig wird? Damit kommen wir auf die folgende
Definition:

Die Funktion f besitzt an der Stelle ¢ den Grenzwert 7, in Zeichen:

lim f(z) = n bzw. flx)—=n (z =),

r—&

wenn sich fiir beliebig kleine Toleranz € > 0 ein Schlupf § > 0 angeben 148t,
so daB fiir alle € dom (f) gilt (Fig. 2.3.2):

lz =€ <0, x#¢ = If(z)—nl<e.

Yy
) /_f\
dom(f) fx)+ c
n
/s, E
xy
Fig. 2.3.2

Fig. 2.3.3 stellt diesen Sachverhalt im Graphenbild dar. Fiir jedes noch so
kleine € > 0 mufl der Graph von f innerhalb des schraffierten “e-Schlauches”
verlaufen, sobald x nahe genug bei & liegt (aber # £ ist).
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Yy
y= f(z)
e —
N — e-Schlauch
|
n—€ — \
|
| | T
£ dom(f)
Fig. 2.3.3

Erfreulicherweise bendtigen wir die allgemeine Definition des Grenzwerts nur
selten. Zur tatsdchlichen Berechnung von Grenzwerten bedienen wir uns in
erster Linie eines Vorrats an “Standardgrenzwerten”,

. expz—1 . sinxzx
Bsp: lim — =1, lim =1,

z—0 z r—0 X

sowie einer Sammlung von Rechenregeln und Tricks, zum Beispiel der Regel
von Bernoulli-de I’'Hopital (s.u.).

Beachte, dafl ein an der Stelle £ eventuell schon vorhandener Funktionswert
f(€) beim Grenziibergang x — & nicht angeschaut wird. Ist tatséchlich £ €
dom (f), so kann man aber folgendes sagen:

f stetig an der Stelle ¢ <= liné flz) = f(&) .

Dies ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen.

(1) Die Funktion
t3 —3t2 — 3t + 10
ft) = 5
t* —5t+6
ist an der Stelle ¢t := 2 nicht definiert, da der Funktionsausdruck dort die
Form 0/0 annimmt. Nun gilt aber fir alle ¢ ¢ {2,3 }:

(t-2)t*—t—-5) t*—t—-5
W="e—s ~ =3 =9

wobei nun die Funktion g an der Stelle 2 stetig ist. Somit folgt

lim f(t) = lin%g(t) =g(2)=3.

t—2 t—
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Uneigentliche Grenzlagen und Grenzwerte

Bevor wir auf die angekiindigten Rechenregeln kommen, ergédnzen wir die
Grunddefinition durch einige Zuséatze.

Die reelle Achse R 148t sich durch die beiden uneigentlichen Randpunkte —oo
und oo auf natiirliche Weise “abschlieflen”. Diese beiden Punkte sind keine
reellen Zahlen, mit denen man rechnen, sondern “blofl gedachte Objekte”, die
man aber auf kohérente Weise in Grenzwertiiberlegungen einbeziehen kann.

Ist f eine Funktion, deren Definitionsbereich beliebig grofie reelle Zahlen
enthélt,

Bsp: ffRyg— R, f:N—-C,

so hat es einen Sinn, nach dem Verhalten von f(x) zu fragen, wenn “x nach
oo strebt”. Hierzu missen wir den Sachverhalt “z hinreichend nahe bei
oo ” beschreiben, und dazu kénnen wir offensichtlich keinen “Schlupf é > 07
brauchen. An seine Stelle tritt ein “Pflock” M wie folgt: Der Sachverhalt

lim f(x)=n bzw. flz)—=n (z— o)
liegt vor, wenn sich fiir jede noch so kleine Toleranz € > 0 ein Pflock M so
setzen 1afit, daf gilt:

r>M = |f(z)—n <e¢.

In anderen Worten: Fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 mufl der Graph von f
innerhalb des “e-Schlauches” um den Wert n verlaufen, sobald z jenseits eines
geeigneten Pflocks M liegt (Fig. 2.3.4). Je kleiner die vorgegebene Toleranz
ist, desto weiter rechts wird man den Pflock einschlagen miissen.
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(2 Ein “Standardgrenzwert” ist natiirlich

1
lm — =0.
T—00 I

Wir wollen das richtiggehend beweisen: Ist eine Toleranz € > 0 vorgegeben,
so setzen wir den Pflock M := 1/e (Fig. 2.3.5). Fiir beliebiges x > M gilt

dann
1

<M:€;

1
0<—
x
wir haben daher, wie verlangt:

1
e>M = ‘——0] <e.
T

Y y=1/x

0 | z
M=1/e

Fig. 2.3.5

Der lim, .., cosz existiert nicht, wie man ohne weiteres einer Figur ent-

nimmt. Hingegen ist
. coszx
lim =0,
r—oo I

denn es gilt (Fig. 2.3.6)

COsST 1
=)<t e
x x
sobald x > M :=1/¢ ist.
Schon schwieriger ist
1
lim — =0

Wir zeigen zunachst: Fiir alle > 0 gilt

27 > x . (1)
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y=1/z

NS

y=cosx/z

Fig. 2.3.6

[ Die Menge [1 .. 2”] enthalt insbesondere die n + 1 Zahlen 1, 2, 4, ...,
2", und hieraus folgt schon 2™ > n + 1 fiir alle n € N. Setze jetzt |x] =: n;
dann folgt

2> >p41>zx,

wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben, dafl die Funktion z + —2%
monoton wachst. ]

Hiernach gilt bei vorgegebenem ¢ > 0:

1 1
0< —<~-<e,
27 T

sobald x > M :=1/¢. O

Wir haben hier den Grenziibergang r — oo fiir die unabhéngige Variable x
betrachtet. Es ist aber auch moglich, wertseitig dem Sachverhalt

fl@) =00 (x—8)

einen Sinn zu erteilen. Es sei also f: X ~ R eine reellwertige Funktion und
¢ ein eigentlicher oder uneigentlicher Randpunkt von dom (f). Wir sagen, f
besitze an der Stelle £ den uneigentlichen Grenzwert oo, in Zeichen:

lim f(z) = oo bzw. f(x) =00 (z—),

r—E

wenn sich fiir jede noch so grofie Schranke C' ein Schlupf § > 0 (bzw. ein
Pflock M) finden 148t, so daf§ fiir alle € dom (f) gilt:

e —¢l <6, x#E&  (bzw. 2 > M) = f(x)>C.
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Fig. 2.3.7

Der Graph von f muf also fiir jedes noch so groflie C' oberhalb des Niveaus
C' verlaufen, sobald z hinreichend nahe bei & (bzw. hinreichend weit rechts)
liegt (Fig 2.3.7).

®) Es gilt

Ist ndmlich ein C' > 0 vorgegeben und

1
0<|lz—0]<d:=—,

so folgt

Wie erwartet, gilt
lim 2% = .
xr— 00

Ist ndmlich eine Schranke C' vorgegeben, so folgt fiir alle z > C (=: M)
wegen (1) die Abschétzung

2T > x > C.

O
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Wir treffen hier die folgende Vereinbarung: Ist irgendwo oo oder —oco als
Grenzwert zugelassen, so wird das an der betreffenden Stelle ausdriicklich
gesagt. Ohne diesbeziiglichen Hinweis wird unter “Konvergenz” immer Kon-
vergenz gegen einen endlichen Wert 7 verstanden. Sinngeméf3 dasselbe gilt
fiir Zahlfolgen (s.u.).

Einseitige Grenzwerte

Wir betrachten weiter fiir eine Funktion f: R ~ X und einen festen Punkt
¢ € R den Grenziibergang x — &, wobei aber nur die Funktionswerte f(z)
in Punkten x > £ beriicksichtigt und die Funktionswerte links von & nicht
dem Toleranztest unterzogen werden sollen (Fig. 2.3.8). Man schreibt dafiir
r — £+ und nennt

lim f(x) = f(£+)

r—E&+

den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle £. Analog wird der links-
seitige Grenzwert f(£{—) erklart.

Yy
A\
" N
y=f(z)
o L0 .

Fig. 2.3.8

Gilt f(¢+) = f(€), so ist f rechtsseitig stetig an der Stelle . Gilt f(§—) =
F(&) = f(é+), so ist f an der Stelle ¢ stetig, und umgekehrt. Existieren die
einseitigen Grenzwerte f({+), f(£—) und sind sie voneinander verschieden, so
besitzt f an der Stelle £ eine Sprungstelle. Eine bis auf isolierte Sprungstellen
stetige Funktion heifit stiickweise stetig.

(@ Trivial ist
sgn(0+) =1, sgn(0—) =—-1.

Ist n € Z, so gilt

lim |[z] =n (=|n]), lim |z] =n—1 (#][n]),

T—n+ T—n—
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und fiir alle £ # Z ist

tim o) = (¢
Die Funktion x + — ¢ ] ist hiernach in den ganzzahligen Punkten nur rechts-
seitig stetig, in allen iibrigen Punkten stetig.

Weiter haben wir die “Standardgrenzwerte”

. 1 ) 1
lim — = o0, lim — = —o00.
z—04+ X z—0— X

[ Essei C' > 0 eine beliebig grofie vorgegebene Schranke (Fig. 2.3.9) und
§:=1/C. Dann gilt
1 1

0<z<é = —->—-=0C,
)

wie verlangt. Ist zweitens —d < z < 0, so gilt 0 < —z < § und somit

1 1
_7$>5—C.

Fig. 2.3.9

In summa ergibt sich die erforderliche Implikation

1
—-i<z<0 e < —C'. N

x
Wir zeigen noch:

lim 2Y% = oo, lim 2% =0.
r—0+ z—0—

Wir haben es hier mit “ineinandergeschachtelten Grenzwerten” zu tun, wofiir
es eigentlich eine allgemeine Rechenregel gibt (s.u.). Die Idee ist: Strebt x
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gegen 0+, so strebt 3 := 1/ gegen oo und folglich 21/% = 2¥ auch gegen oo.
Der exakte Beweis verlauft folgendermaflen:

[ Es sei eine Schranke C' > 0 vorgegeben. Wegen lim, . 2¥ = co gibt es
geg g Yy g
ein M mit
y>M = 2Y > C . (2)

Wegen lim, o4 % = oo gibt es weiter ein § > 0 mit

1
0<z<d = 5>M. (3)

Nehmen wir (2) und (3) zusammen, so folgt
0<z<$§ = 2= > O,

wie verlangt. — Ahnlich schlieft man im zweiten Fall.

O L

Substitutionsregel fiir zusammengesetzte Grenzwerte

Die eben verwendete Schluiweise 1af3t sich verallgemeinern zum Beweis des
nachstehenden Satzes iiber zusammengesetzte (“ineinandergeschachtelte”)
Grenzwerte. Man beachte die Analogie zum Satz (2.2)(c) tiber die Stetigkeit
von zusammengesetzten Funktionen. Der Satz handelt vom Konvergieren “an
sich”; die darin auftretenden Punkte &, n, ¢ diirfen daher auch uneigentlich
sein.

(2.7) Existieren die Grenzwerte

lim f(z) = n, lim g(y) (=:()

z—E y—n

(und ist g stetig im Punkt n, falls f diesen Wert tiberhaupt annimmt), so gilt

lim g(f(z)) = lim g(y) .

z—E&

In anderen Worten: Unter den angegeben Voraussetzungen darf man in dem
verschachtelten Ausdruck lim, ¢ g( f(z) ) die innere Funktion durch eine
neue Variable y substituieren und y gegen den Grenzwert 7 der inneren Funk-
tion streben lassen.

Anmerkung: Die in Klammern gesetzte Bedingung ist in den typischen An-
wendungsfillen offensichtlich erfiillt, und wir verzichten darauf, sie jedesmal
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zu Uberpriifen. Es geht aber nicht ohne, wie das folgende Beispiel zeigt: Es
sei

@ =1 e = {5 U3
(

Dann ist g(f(z)) = 2 und folglich o := lim, ¢ g(f(x)) = 2. Hier strebt die
innere Funktion mit x — 0 gegen 1, was a = lim,_, g(y) = 3 suggeriert.

() Esist

lim 2/t = lim 2¥ =20 =1;
t—o0 y—0+

dabei haben wir stillschweigend benutzt, daf§ y+ —2Y stetig ist. — Es gilt

li )= 1 - =0
wir&(a:cosx) yg}go(ycosy) ,

und hieraus folgt weiter

/ 1
lim /44 xcos— =limvV4d+t=2,
r—04 €T t—0

denn /- ist stetig. @)

Weitere Rechenregeln

(2.8) Esseif := (f1, f2, ..., fn) ein n-Tupel von Funktionen, die in der
Umgebung des (eigentlichen oder uneigentlichen) Punktes & definiert sind
und fiir x — & Grenzwerte besitzen:

lim fi(z) = a; (1<i<n).

r—E
Dann gilt:

(a) lim f(z) = a.

r—&

(b) Ist R(f1(x), f2(z), ..., fn(x)) ein rationaler Ausdruck in den f; und ist
der Wert R(ay,as,...,ay,) definiert, so gilt

ilnlgR(fl(x)’ o fo(@) = R(as,...,an) .

Die Behauptung (b) besagt, dal man an jeder Stelle des Ausdrucks den be-
treffenden Grenzwert einsetzen darf. Ist R(aq,...,a,) nicht definiert, etwa
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von der Form 1/0 oder 0/0, so mufl man weitere Uberlegungen anstellen.
Unter (b) lassen sich natiirlich unzéhlige einfachere Grenzwertregeln sub-
sumieren (die man sonst einzeln beweisen miifite).

Bsp: lim,_.¢ (fl(:r) . fg(l‘)) =a;-as .

[ (a) Aus der Ungleichung 2.2(2) folgt

f(z) —al < Z |fi(z) — ail .

Es sei eine Toleranz € > 0 vorgegeben. Ist x hinreichend nahe bei £, so ist
jeder Summand rechter Hand < e/n, also ist dann |f(z) —a| < e.

(b) Nach Satz (2.5) ist die Funktion y + —R(y) an der Stelle a stetig. Mit
(a) und (2.7) folgt daher

lim R(f(2)) = lim R(y) = R(a) . N

Handlich ist das folgende Vergleichskriterium, womit wir unsere Regelkol-
lektion abschlieflen:

(2.9) Gilt fiir eine geeignete Konstante C' > 0 in der Umgebung des Punktes
¢ die Abschatzung

f(2)] < C-g(x)

und ist lim,_.,¢ g(x) = 0, so ist auch lim,_.¢ f(x) = 0.

[ Esseiein € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung iiber g gilt g(z) < ¢/C
fiir alle hinreichend nahe bei £ gelegenen x. Fiir diese z ist dann |f(x)—0| < e,
wie verlangt. N

(6) Zu berechnen ist die Grofe

_ 1 1 x
\/9 +500 - 21/ cos z—1 " arcsinz © ©

Q := lim

r—1— 5 _
va = 11 — log(z3 + x)

Es ist
lim 2Y/=D = 1im 2Y/v =0,

r—1— y—0—
ferner gilt:

|

1:$4+x3+x2+m+1a5 (x — 1),
T —
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da das Polynom rechter Hand an der Stelle 1 stetig ist. Wir erhalten daher
mit Hilfe von (2.8)(b) und (2.9):

3+ 2+

Q= = 1.4755 .

5 —log2 O

(D (Forts.) Die Ausgangsfunktion f besitzt an der Stelle ¢ := 2 eine hebbare
Unstetigkeit und ist fiir alle praktischen Zwecke identisch mit der Funktion
t?—t—5 1
t) = —— =t+2+ ——
9(t) o— 24—,
wobei wir den Ausdruck rechter Hand durch Ausfiihrung der Division (mit
Rest) erhalten haben. Es ist dom (g) = R\ {3}. Um einen globalen Uberblick
iiber das Verhalten der Funktion g zu gewinnen, berechnen wir die Schnitt-
punkte des Graphen von g mit den Koordinatenachsen sowie die Grenzwerte
in den Endpunkten der Definitionsintervalle (Fig. 2.3.10). Es ist

)
0)=2;
9(0) =3
14++v21 1—-+21
g(t):0<:>t2—t—5:0<:>te{ +2 3 };
Jim g(t) = —co,  lim g(t) = oo;
lim g¢(t) = —o0, lim ¢(t) = o0,
t——o0 t—o0

und zwar ist die Gerade y = ¢ + 2 Asymptote (s.u.) des Graphen sowohl fiir
t — —oo wie fiir t — oco. (Der Graph ist eine Hyperbel.) O

5/3

Fig. 2.3.10
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Asymptoten

Die X-wertige Funktion f sei fiir alle ¢t > a definiert. Die Gerade
y=pt+q, p, q € X fest,

heifit Asymptote von G(f) (Fig. 2.3.11) fiir t — oo, wenn

lim (f(t) — (pt+q)) = 0

t—oo

ist. Die Parameter p und ¢ berechnen sich nach den Formeln

p= lim @, g = lim (f(t) — pt) .

t—oo ¢ t— o0

Nicht jedes f: Ry, — X besitzt eine Asymptote! Fiir f(t) := t + /t strebt

@ zwar gegen 1, aber f(t) —t gegen oo .

Fig. 2.3.11

Aufgaben
1. Bestimme die folgenden Grenzwerte, falls vorhanden:

. w3427 .oaP—1 N

(a) xlin_l:),M’ (b) 911—>m1 71— 1 (p, ¢ €NY),
. . . . 2z -1

(¢) lim sm(\/f) ) (d) lim sin [ ————5 | ,

2 — 14z + 24 2 — 14z + 24
() lim =2 (f) lim LTt
a2+ |z — 2| + |22 — 4] a—2— |z — 2| + |22 — 4
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(3n — 4)(n? + 1)

(@) Jim (Val+a-a). )l 5+ 10000)
6 lm (VaTI-va) G lim <n(1 - %)) .

2. (a) M) Bestimme die Parameter o, 3, v so, da8 die Differenz

V=202 + Tt + 1 — (at® + Bt +7)

mit ¢ — oo gegen 0 strebt. (Hinweis: Mit der Summe der beiden
erweitern.)

(b) ™) Stelle eine instruktive Figur der resultierenden Situation her.

3. Bei den folgenden Funktionen bestimme man, soweit vorhanden, die zu
t — oo gehorigen Asymptoten:

(a) f(t) = T (b) g(t) ::t(2—sin%>.




2.4 Folgen und Reihen

Folgen als mathematisches Konstruktionswerkzeug

Im Grunde genommen koénnen wir bis dahin nur rationale Zahlen und ra-
tionale Funktionen in rechtsgeniigender Weise erfassen und manipulieren
bzw. evaluieren. Quadratwurzeln, allgemein: n-te Wurzeln, sind zwar in R
vorhanden, und die Wurzelfunktionen sind auch stetig, aber wir haben kein
systematisches Verfahren, das den Wurzelexponenten n und ein beliebiges
¢ > 0 als Input akzeptiert und {/c mit vorgeschriebener Genauigkeit ausgibt.
Oder: Wie rechnet ein Taschenrechner sin 23.5° aus?

Wir benétigen ein allgemeines Konstruktionswerkzeug fiir “analytische Ob-
jekte”, Zahlen oder Funktionen, und zwar in zweierlei Hinsicht:

— Erstens geht es darum, neuartige Objekte begrifflich zu konzipieren und
formelméaflig darzustellen.

X1
Bsp:  e:= > ik
k=0

— Zweitens sollte man instandgesetzt werden, diese Objekte in endlich vie-
len Schritten mit jeder wiinschbaren Genauigkeit (numerisch) zu berech-
nen.

Ein derartiges Konstruktionswerkzeug ist der Folgenbegriff und im Anschlufl
daran die Idee der “Reihe”.

Man kann den Definitionsbereich N einer Folge
. N-—->X, kv —xyp (1)

als eine Teilmenge von R mit dem uneigentlichen Randpunkt oo betrach-
ten oder als einen Grundbereich sui generis — jedenfalls heifit die Folge (1)
konvergent gegen den Grenzwert £ € X, in Zeichen:

lim 2, =& bzw. xr— & (k— ),

k—oo

wenn es zu jedem € > 0 einen Pflock kg gibt mit
E>ky = |zp—¢&l<e.

Existiert kein derartiges £ € X so heifit die Folge (1) divergent. Hierunter
fallen insbesondere die uneigentlich konvergenten Folgen, die sinngeméf er-
klart sind.

Die Rechenregeln (2.8), (2.9) gelten natiirlich auch fiir Folgengrenzwerte.
So hat man zum Beispiel
Vk: |z <C-rp A lim 1y =0 = lim z, =0. (2)

k—o0 k—o0

Satz (2.7) iiber zusammengesetzte Grenzwerte liefert umgehend das folgende
wichtige Prinzip (Fig. 2.4.1):
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(2.10) Ist lim, ¢ f(x) =n (bzw.: Ist f stetig an der Stelle & ), so gilt fiir
jede gegen & konvergente Punktfolge x. in dom (f):

m fzy) = n (bzw. i fa) = f)) -

Fig. 2.4.1
) L
klggok 0;
_ 2 3—H1+ 5
i BED02 5 8D 8
k—o0 (2k + 7)3 k—o00 (2 + E)?’ 8

Betrachte weiter ein festes ¢ € C. Wir behaupten: Ist 0 < |¢| < 1, so gilt

lim ¢* = 0.

k—oo
[ Nach Voraussetzung ist ﬁ > 1, also ﬁ =14 ¢ fiir ein § > 0. Es folgt

1

P =(1+6)"=1+kd+...>ké

(binomischer Lehrsatz) und somit

1
Ml =1gl* < =

[a ko

Da hier die rechte Seite mit £ — oo gegen 0 strebt, folgt die Behauptung mit
Hilfe des Vergleichskriteriums (2). ]

O
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In der Praxis tritt folgende Situation immer wieder auf: Gesucht ist der
Grenzwert £ einer Folge «., die in bestimmter Weise rekursiv definiert ist:

To = a ' 3)
Tp+1 = T + Axy (k > 0) ’

dabei ist es in der Regel so, dal das Inkrement Az ohne grofien Rechen-
aufwand berechnet werden kann. Die Rechnung wird abgebrochen, sobald
die Inkremente vernachlaflighar klein werden, und man betrachtet das letzte
berechnete xj als Ndherungswert fiir den gesuchten Grenzwert £.

Diese Situation liegt zum Beispiel vor beim Newtonschen Verfahren (s.u.)
zur numerischen Berechnung von Nullstellen von Funktionen f: R ~ R. Die
Rekursionsformel hat hier folgende Gestalt:

—f(zk)
f'(wk)

Tht1 = Tk + (ki 0) .

Unendliche Reihen

Den Begriff der Reihe kénnen wir unter demselben Aspekt betrachten. Ist a.
eine beliebige Folge in einer Grundstruktur X, so kann man versuchen, der
“unendlichen Summe” -
S o (4)
k=0

einen Sinn zu erteilen. Hierzu betrachtet man die Folge s. der endlichen
Partialsummen

n
Sp = Zak =ay+a1+...+a-1+ay .
k=0
Die Folge s. ist eine Folge der in (3) betrachteten Art: Offensichtlich gilt
Snt1l = Sn+ant1 (0 >0),

es ist also As,, = ap41 .

Man nennt (4) eine (unendliche) Reihe. Die Reihe ist konvergent, wenn die
Folge s. der Partialsummen einen endlichen Grenzwert besitzt. Der Ausdruck
(4) bezeichnet dann auch diesen Grenzwert oder eben die Summe der Reihe.

(2 Esseiqe C fest, || < 1. Dann gilt

oo
S =ttat gt =
k=0

(geometrische Reihe).
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[ Aus
sn(l—¢)=(1+q++...¢")(1—q =1-¢""

(alles andere hebt sich heraus) folgt

1_qn+1
S§p = ———
l—gq

und somit wegen lim,, ., ¢"*! = 0 die Behauptung. N

Die harmonische Reihe

i Tl
k2 3 4 7
k=1
ist divergent, obwohl die Summanden mit k& — co gegen 0 konvergieren. Ks
gilt ndmlich

1 n 1 n n 1 < 1 1
Son — Sp = >ne— = —.
2 n+1l n+2 n+n 2n 2

Wegen sq0 = s1 = 1 folgt hieraus

Sor Zl+g

und damit lim,, o Sp, = 0.

Die alternierende harmonische Reihe

i(_l)k_l—1 L1 1,
~ k7 2 3 47

ist hingegen konvergent und besitzt die Summe log?2 (s.u.). O

Ist c. eine Folge von positiven Zahlen, die monoton fallend gegen 0 kon-
vergiert, so heifit

o
Z(—l)kck =cy—cC+cy—c3+...
k=0

eine alternierende Reihe. Hieriiber gilt der folgende Satz:
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Summenspeicher

Fig. 2.4.2

(2.11) Alternierende Reihen sind konvergent. Ist s die Summe einer derar-
tigen Reihe, so gilt fiir jedes n eine Fehlerabschéitzung der Form

s—8, = (=1)" Ocpy1, 0<O<1l. (5)

In Worten: Der Abbrechfehler ist ein echter Bruchteil des ersten vernach-
laBigten Gliedes.

[ Da die ¢ monoton abnehmen, bilden die “ungeraden” Partialsummen
eine monoton wachsende und die “geraden” Partialsummen eine monoton
fallende Folge (Fig. 2.4.2). Diese zwei Folgen sind nach Satz (1.1) konvergent,
und wegen ¢ — 0 miissen die beiden Grenzwerte iibereinstimmen. Die
Abschétzung (5) entnimmt man ebenfalls der Fig. 2.4.2. N

Die alternierende harmonische Reihe konvergiert nur, weil sich die positiven
und die negativen Glieder ungefihr die Waage halten. Um damit log2 auf
drei Stellen genau zu berechnen, miiite man 2000 Glieder beriicksichtigen:

> _T =0.692897,  log2 = 0.693147 .

Absolut konvergente Reihen

In der “praktischen Analysis” ist die Konvergenz einer Reihe (4) erst dann
brauchbar, wenn die aj betragsméBig so rasch abnehmen, dafl die zu (4)

gehorige Betragsreihe
o0
Z ’ak| ’
k=0

konvergiert. (Der Summenwert der Betragsreihe interessiert an sich nicht; es
geht nur darum, dafl er endlich ist.) Die Ausgangsreihe heifit in diesem Fall
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absolut konvergent. Absolut konvergente Reihen sind tatséchlich konvergent
(ohne Beweis) und diirfen mehr oder weniger wie endliche Summen behandelt
werden. Insbesondere darf man zwei derartige Reihen distributiv miteinander
multiplizieren und die entstehenden “oc? ” Glieder (allenfalls zu “Paketen”
zusammengefafit) in irgendeiner Reihenfolge aufsummieren. Das heifit: Es

gilt
ZCLZZbk = Z aibk.
=0 k=0

(i,k)EN2

Wir geben nun zwei Kriterien fiir absolute Konvergenz:

2.12 1ibt es ein C' > 0, ein q < 1 und ein ky mit
Gib in C' >0, ei 1 und ein k i
ag| < Cq*  VE >k, (6)

so ist die Reihe Y7~ aj absolut konvergent.

[ Nach allfilliger VergroBerung von C' diirfen wir annehmen, daB (6) fiir
alle k gilt. Die Partialsummen

n
Sy 1= Z|ak|
k=0

der zu ) ay gehorigen Betragsreihe bilden eine monoton wachsende und we-
gen

- C
k
Sp < Z Cq” < Tq
k=0
beschrankte Folge. N

(3 Betrachte fiir ein festes ¢ € R die Reihe

g . Zcos(k:qb) . 7)

2k
k=0

=) < (o)

absolut konvergent. Thre Summe 1483t sich folgendermafien berechnen:

2. etkd 2 [e? g 1
S:ReZQk :Rez<7) :Rem

k=0 k=0
1—e"i9/2 B 1— 4 cos¢ _4-—2cos¢
(1—e?/2)(1—e"¢/2)  1—cos¢p+1 5H—4dcosg

Diese Reihe ist wegen

= Re
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Sehen wir nachtraglich ¢ als variabel an, so konnen wir dieses Ergebnis fol-
gendermaflen interpretieren: Die Reihe (7) stellt die 2m-periodische Funktion

4 —2cos¢
1(9) = 5—4cos ¢
(Fig. 2.4.3) als Summe von reinen Cosinus-Schwingungen ganzzahliger Kreis-
frequenzen k dar. (7) ist die sogenannte Fourier-Reihe von f. O
Y
2
y=19)
2/3
! | b
— 0 m
Fig. 2.4.3

Die von Satz (2.12) erfafiten Reihen konvergieren so gut wie die geometrische
Reihe, also “linear”. Das heifit konkret: Mit jedem zusatzlich beriicksichtig-
ten Term wird der Abbrechfehler, er ist von der Groflenordnung

C n+1

1—gq

)

um denselben Faktor g verkleinert. Bei den Reihen, die nach dem folgenden
Satz konvergieren, ist die Konvergenz viel langsamer.

(2.13) Gibt esein C >0, ein 6 > 0 und ein ko mit

|ak‘ SC Vk>k07

E1+o

so ist die Reihe Y}~ , aj absolut konvergent.

[ Es geniigt offenbar zu zeigen, daB die Reihe S 1/k'*% konvergiert, und
hierfiir wiederum geniigt es, daf§ die Partialsummen

"1
Sn = Z JRER)
k=1
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Y= 1/$1+6

Fig. 2.4.4

beschrankt sind. Wie man der Figur 2.4.4 entnimmt, gilt fiir alle n:

1

_5(n_5—1)<1+1. N

|

Die im Beweis von Satz (2.13) verwendeten Vergleichsreihen konstituieren
die sogenannte Zetafunktion

() =Y 0 (s> 1),
k=1

die in der Zahlentheorie eine grofle Rolle spielt. Wie Euler als erster bewiesen
hat, ist

=1 w2
€(2)= Z 25
k=1
(@ Wir betrachten fiir ein festes ¢ € [0, Z [ die Reihe
Z E tan E
k=1

somit ist

und die betrachtete Reihe ist konvergent. O
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Funktionenreihen

Soviel zu den Reihen mit konstanten Gliedern. Viel interessanter sind na-
tirlich Reihen von Funktionen, denn damit haben wir zum ersten Mal ein
Mittel in der Hand, das uns aus dem Bereich der Polynome und der rationalen
Funktionen

apt™ + ap_1t""+ ..+ ag

t) =
1) by t™ 4+ byt 4+ 4+ by

bin # 0,

herausfiihrt und neue interessante Funktionen erschlief3t.

Ist f. eine Folge von Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich A:
fe: A—X, x v —f(x) (keN),

so wird durch

() = 3 fule) ®)
k=0

eine Funktion s(-) definiert. Definitionsbereich von s(-) ist im allgemeinen
nicht die ganze Menge A, sondern nur die Menge derjenigen z € A, fiir die
die Reihe (8) konvergiert, also der Konvergenzbereich der Reihe.

k
B Mit fi(z) = % erhélt man die Exponentialreihe

2 3

> k
x T x
o ! !

Legt man zum Beispiel dom (fx) = R zugrunde, so ist auch dom (exp) = R
(dies wird weiter unten gezeigt).
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Mit fx(x) := 2" erhiilt man die geometrische Reihe
s(z) == Zxk ) (8)
k=0

Hier ist dom (f;) = R, aber dom (s) =]—1,1[. Es ist allerdings wahr, dafl s
eine natiirliche Fortsetzung § auf ganz R \ {1} besitzt, ndmlich die Funktion

1
1—a

5(z) =

Wer nur die Konvergenz verstanden hat, aber nicht dividieren kann, hat schon
mit (8) eine hochinteressante neue Funktion produziert.

Die Reihe -
PHzx) = 1+2 Z e~ KT
k=1
konvergiert im Intervall R+q. O
Potenzreihen

Von den Funktionenreihen sind die Potenzreihen am verbreitetsten und am
leichtesten zu handhaben, theoretisch und rechnerisch. Das folgende Prinzip
stammt von Newton: “Jede verniinftige Funktion f I4Bt sich an jeder Stelle
im Inneren ihres Definitionsbereichs in eine Potenzreihe entwickeln oder als
Potenzreihe ansetzen.” Die Theorie der Potenzreihen wird am besten ver-
standlich, wenn man sie im Komplexen betrachtet, siche dazu das Beispiel
2.1.(3). Wir werden also wahlweise die reelle Variable z oder die komplexe
Variable z beniitzen.

Es sei a. eine ganz beliebige Folge von reellen oder komplexen Zahlen. Dann
heifit

o
Zakzk:ao—i—alz—i—agzz—i—... 9)
k=0
eine Potenzreihe (an der Stelle 0), und die a; sind die Koeffizienten dieser
Reihe. Allgemein ist

[ee]

Zak(ar — xo)k = ag+ a1 (x — x0) + ag(x — z)* + ...
k=0

eine Potenzreihe an der Stelle xy. Der Konvergenzbereich hangt ab von den
Koeffizienten ay: Streben zum Beispiel die Betrége |ax| mit & — oo schnell
gegen 0, so darf |z| ziemlich grof§ sein, und die Reihe (9) konvergiert immer
noch. Wenn die Betrige |ax| im Gegenteil mit k — oo “exponentiell” anwach-
sen, so wird die Reihe nur fiir sehr kleine |z| konvergieren. Im einzelnen gilt
der folgende Satz:
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(2.14) Fiir jede Potenzreihe (9) gibt es eine wohlbestimmte Zahl p, 0 < p <
00, so daf} die Reihe fiir |z| < p absolut konvergiert und fiir |z| > p divergiert.
Es gilt

k—oo

Af41

falls dieser Grenzwert existiert.
Der Konvergenzbereich ist also im wesentlichen die Kreisscheibe
D, :={z€C| |z|<p};

die Zahl p heifit daher Konvergenzradius der Reihe. Uber das Konvergenz-
verhalten auf dem Randkreis D, sagt der Satz nichts. Dies ist, wenn notig,
im Einzelfall abzukléren.

[ Wir betrachten nur den im Zusatz erwithnten Fall, wo sich die Koef-
fizienten besonders anstédndig verhalten. Es sei also

. ak

0<|z] <p:= lim

k—o0

k41

Dann ist |z| = ¢%p < gp < p fiir ein ¢ < 1 (Fig. 2.4.6). Nach Definition des
Grenzwertes gibt es daher ein kg mit

ag

> qp Vk>ko;

Q41

somit gilt fiir diese k die Beziehung

a2l _ap _ 1
|lag125H 7 2] g
und das heif3t
|ak+1zk+1| <q- |akzk| (k> ko) .
) qp p
| e ]
0 2 /
CLk ‘
Aet1

Fig. 2.4.6
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Von der Nummer kg an werden also die Glieder unserer Potenzreihe von einem
zum néchsten betragsméafiig um wenigstens den Faktor ¢ < 1 verkleinert.
Hieraus folgt mit vollstdndiger Induktion: Es gilt

|agz"| < Cq" (k> ko)

fiir eine geeignete Konstante C'. Nach (2.12) ist somit die Reihe (9) fiir das
betrachtete z absolut konvergent. — Ahnlich zeigt man, daf die Reihe (9)
fiir ein z mit |z| > p divergiert, da die |azz"| in diesem Fall sogar nach oo
streben. ]

(®) (Forts.) Die Exponentialreihe

ok 2 3
z z2¢  z
eXpz = § E:1+Z+§+§+
k=0
besitzt die Koeffizienten ay, := 1/k!, und es folgt
k+1)!
ak :(+):k‘—|—1—>oo (k — o0) .
Ak+1 ]{3'

Der Konvergenzradius ist also oo, und das heifit: Die Exponentialreihe ist fiir
jedes z € C absolut konvergent.

Bei der geometrischen Reihe >, , z* haben wir a; = 1 fiir alle k; somit ist

ak

p= lim =1,

k—o0

k41
wie erwartet. Aber auch die Reihe
oo
> Kok =x 4427 +92° + 1620 + .
k=1

besitzt den Konvergenzradius 1 (obwohl die a; gegen oo streben):

lim = lim ———=1.
k—oo | Qf+1 k—o0 (1 + %)2
Bei der Reihe
14222 + 4o* +82% +162° + ... (10)

sind alle ap = 0 (k ungerade); der niitzliche Grenzwert existiert also nicht.
Es liegt nahe, 22 =: u zu setzen; die Reihe (10) geht dann iiber in die Reihe

14 2u+4u” + 8u® + ... = bl
j=0

mit b; = 27. Fiir diese Reihe ist
b;
bjt1

27 1 .
:2]'4_1:5 (]ZO)v
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sie konvergiert daher im Bereich |u| < 3. Der Konvergenzradius der ur-

spriinglichen Reihe (10) ist somit 1/v/2. O

Die folgenden Tatsachen sind fiir das Arbeiten mit Potenzreihen fundamental
und seien hier ohne Beweis angefiihrt:

(2.15) (a) Jede Potenzreihe stellt im Inneren ihres Konvergenzbereichs eine
stetige, ja sogar beliebig oft differenzierbare Funktion dar.

(b) Im Innern des Konvergenzbereichs darf man eine Potenzreihe gliedweise
(das heift: wie ein Polynom) differenzieren und integrieren.

(¢) Zwei konvergente Potenzreihen darf man “distributiv” miteinander mul-
tiplizieren, wobei nach Zusammenfassung gleichartiger Terme die Potenzreihe
der Produktfunktion entsteht.

Rechnen mit Anfangsstiicken von Potenzreihen

Es gibt auch eine Art, mit Anfangsstiicken (= Partialsummen) von konver-
genten Potenzreihen zu rechnen wie mit endlichen Dezimalbriichen. Damit
man weil}, welche Koeflizienten im Endergebnis noch als sicher gelten konnen,
empfiehlt es sich, den mit einer bestimmten Zahl von “signifikanten Stellen”
angeschriebenen Ausgangsreihen einen koeffizientenlosen, aber geeignet mar-
kierten Zusatzterm anzuhingen. Das sieht bei drei “signifikanten Stellen”
zum Beispiel so aus:

flx)=2— g + 3224 723
und allgemein folgendermaflen:
fx)=ao+az+...+a_1x" 422",

Dabei vertritt das Fragezeichen letzten Endes eine ganze Potenzreihe, denn
in Wirklichkeit ist ja

flx)=ap+az+...+ ar_1z" V4 ax” + ar+1xr+1 +o

=ay+az+...+a_12" "+ (ar + A1+ a0z’ + ... ) x"

Nur von dem Fragezeichen “unverschmutzte” Koeffizienten des Endergeb-
nisses sind sicher. Die folgenden Beispiele zeigen, wie die Rechnung im
einzelnen vor sich geht. — Das Computersystem Mathematica bezeichnet
in derartigen Rechnungen den Restterm ?z" mit 0[x]*.



154 2 Funktionen

(6) Fiir cos und sin hat man die Entwicklungen

2 4

T
=1— "+ 47225
cosT 2+24+:t:,
3 5 2 4
T T T T
sinx =x 6 —1-120—1- T x( 6 +120+ x)

(wird im néchsten Abschnitt bewiesen). Hieraus folgt

_ 1,24 1 4, 9.6
1 L7+ g2+

1.2, 1 4,96 °
1 ST° + g1ttt

tanx = x

Wir fihren nun die Division tatsachlich aus und erhalten:
(1 —%:1:24—1—;0:64—1— 22%) 1 (1 — %xz + 2—14x4+ 722%) = 1+ %$2 + 1—251‘4+ 226
1,2 1.4 6
—1tz2°—52" + 72
1.2 1.4 6
+52°—g552" + 7w

_1.2,1.4 1.6
3T +6x —1—723:

+1—25x4 + 726
24 4 1
5% t152

6

+ 72

Die Potenzreihenentwicklung des Tangens an der Stelle 0 besitzt daher fol-
gendes Anfangsstiick:
1 2
tanz =z + —a° + —a’+ 22" .

3 15 O

(M Gesucht ist die Losung ¢+ —y(t) des Anfangswertproblems
g=t+y+y*, y(0)=1.

(Diese Differentialgleichung 1a8t sich nicht “formelméfig” 16sen!) Wir machen
den Ansatz
y(t) == 1+ at + Bt* + yt*+ 2t (11)

mit unbestimmten Koeffizienten «, 3, «v. Dann ist
y(t) = o+ 26t + 3yt 4+ 2 | (12)

so dal wir im weiteren nur noch “auf t?> genau” rechnen koénnen. Wir
benotigen noch

() = (14 ot + B2+ 243) (1 + at + B2+ 2t%)
=14 2at + (o +2B)2+ 743 . (13)
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Setzen wir nun (11)—(13) in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich
a4 208t + 392+ 3 =t 4+ 1+ ot + ft2 + 14 2at + (a? + 26)t%+ 23 .
Koeffizientenvergleich fiihrt auf die Gleichungen
a=2, 28 =1+ 3a 3y=0+a?+283,

aus denen sich «, 3, v nacheinander berechnen zu

7 29

a:27 /8257 Y 6

Damit kénnen wir die gesuchte Funktion y(-) in der Form

7 29
y(t) =142t + 5752 + Ft3+ 7t
( =: p(t)+ ?t4)

schreiben. Wir diirfen nun das Polynom p(-) in der Umgebung von ¢ := 0 als
Naherungsfunktion fiir die “wahre Losung” y(-) betrachten, und zwar ist der
Fehler fiir t — 0 von der GroBenordnung C - t* oder, wie man iiblicherweise
schreibt:

ly(t) —pt) =0 (t—0). O

Die Binomialreihe

Als weiteres Beispiel zu den Potenzreihen betrachten wir die Binomialreihe
und definieren zunéchst fiir beliebiges @ € R (ja sogar & € C) und k € N den
Binomialkoeffizienten (z) durch

<g> =1, <z> _ a(a—l)'--é!-(a—kH) (6>1) .

Ist @ € N, so stimmt das mit der fritheren Definition iiberein, und es ist
(¥) =0 fiir k > a. Ist @ ¢ N, so sind alle Binomialkoeffizienten (}) # 0.
Wir notieren noch die Identitét

(kf_l) (k+1) = <Z> (a—Fk) . (14)

Wir wahlen nun ein festes o und bilden mit Hilfe der (Z) die Binomialreihe

ba(z) = i(g)ﬁ = 1+ax+@x2+... .
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Ist a € N, so ist b, in Wirklichkeit ein Polynom, und es gilt nach dem bino-
mischen Lehrsatz

VeeR: by(z)=(1+z).
Im weiteren sei daher « ¢ N; dann sind alle ay, := (Z‘) # 0, und wir erhalten

mit (14):

ak

(&)
(k1)

Die Binomialreihe besitzt somit den Konvergenzradius 1. Wir zeigen nun:

1+ 1/k
alk —1

k+1
a—k

‘ — 1 (k — 00) .
Ak+1

(2.16) Im Intervall -1 < x < 1 gilt

[ee]

Z(Z)ﬁ = (142)".

k=0

[ Die Behauptung legt nahe, die Hilfsfunktion
f(z) := bo(z) 14+ 2)~¢

einzufithren. Wir miissen zeigen, dafl f(z) = 1 ist. Zunéchst ist f(0) = 1.
Weiter gilt

fl(a) =V (2) (1 +2)7 + ba(@)(—a)(1 + 2) 7"
=(142) (1 +2),(z) — aba(z)) .

Im Inneren des Konvergenzintervalls diirfen wir die Binomialreihe gliedweise
differenzieren und erhalten

b (z) = i (Z) kbl = i (k‘i 1) (K +1) 2"

k’=0

wobei wir (14) benutzt und am Schlufl wieder k anstelle von &’ geschrieben
haben. Die beiden Darstellungen von b/ (z) werden nun verwendet fiir die
Berechnung von

(L), (2) = 3
k=

0

(oSG -E) o

Somit ist f'(x) = 0. Es folgt f(z) =1 und damit die Behauptung. N
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Wir betrachten den Wert « :== —1 und erhalten zunéchst

Y DD G- m)) R (B
A k! k!
L 1:3-5.. .- (2k—1)
=(-1) 2% ! '
Damit ergibt sich
1 —1/2
— (14 (—t
— = (1+(-1)
o0 1-3.5 (2k — 1)
—kZ:O< 1) T (=)
=1t gt 4 gt b et (-1<t<l).

Wir machen zur Ubung noch die Probe: Aus

\/11—_75 =1+ %H th—l—?tg
folgt
% =1+ %t + §t2+ ") (1+ %t + gt%r ?73)
= 1+(% + %)H(g + i + g)t2+?t3
=1+t+ 62+,
wie erwartet. Q
Aufgaben

1. Fiir gegebene reelle Zahlen o und § wird die Folge x. rekursiv definiert
durch

. 14+, 1

>2).
Tn—2 (n_ )

To = o, =0, Ty

(a) Bestimme die Haufungspunkte dieser Folge. (Hinweis: Mit speziellen
Werten von a und [ experimentieren, bis eine Gesetzmafligkeit zum
Vorschein kommt.)

(b) Bestimme die Menge derjenigen Paare («, (), die als Anfangsdaten
ausgeschlossen werden miussen. Figur!
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2. (a) Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe

o0

o
Zm (Zi f(x)),

k=0

dabei ist a > 0 eine vorgegebene Zahl und cosht := (e! +e71)/2.
(b) Zeige: Die Funktion f geniigt der Funktionalgleichung

2
1—x

fe®z) + f(e “x)
3. (M) Der Umfang U einer Ellipse mit Halbachsen a und b ist gegeben durch

w/2 /a2 — b2
U:4a/ V1—e2sin?tdt, e = YO T
0

a

Um einen fiir kleine Exzentrizitat € brauchbaren Naherungswert fiir U zu
erhalten, kann man U nach Potenzen von & entwickeln:

U=co+ cre + coe? + c3e® + cac* + ... .

Bestimme die Koeffizienten cg bis und mit ¢4. Dabei kommen die folgen-
den Formeln zu Hilfe:

2 /2 /2 3
Vitu=1+o-2L 423, / sin tdt = =, / sindtdt = 2 .
278 . TR A 16

4. Es bezeichne a,, die Anzahl Arten, n Leute im Verhéltnis 1:2 in zwei
Gruppen einzuteilen. Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe

Zanz”:1+3z3+... )
n=0

5. Mit Hilfe der Fibonacci-Folge
ag:=0, ap =1 ap :=ap—1+ag—o (k>2)

wird folgende Potenzreihe gebildet:

Zakzk:z+22+223+3z4+5z5+.... ()
k=0
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Hiertiber ist nacheinander folgendes zu beweisen:

(a) Die Reihe (x) konvergiert mindestens fiir |z| < 1/2 und stellt dort eine
Funktion f(z) dar.

(b) Esist f(z) = 1% . ( Hinweis: Zeige (1 —z—22)f(z) = z.)
—z—z
(c) Die Funktion f besitzt eine Zerlegung der Form

A B
f(z) = 1—)\z+ 1—pz
und 148t sich daher als Summe von zwei geometrischen Reihen schrei-

ben. Dies liefert eine zweite Darstellung von f als Potenzreihe und
damit einen geschlossenen Ausdruck fir die k-te Fibonacci-Zahl ay.

6. (a) M) Die Funktion f sei in einer Umgebung von z = 0 definiert und
geniige der Funktionalgleichung
x
Ffa) = s
endlich sei f(0) = 0. Bestimme die Koeffizienten «, 3, v, ¢ in der
Entwicklung

f(x) = a+ Bz +vy2® + dz°+72* .

(b) In Wirklichkeit ist f eine Funktion der einfachen Form z —>%+d .
Bestimme ¢ und d.

7. Die Folge (an)n>0 := (0,1,1,3,5,11,21,...) entsteht mit Hilfe der Rekur-
sionsformel a,, := a,_1 + 2a,_2. Bestimme den Konvergenzradius der
Potenzreihe ZZO:O anz". (Hinweis: Die Quotienten a,/a,4+1 besitzen
einen Grenzwert p. Dies ist nicht zu beweisen; es geniigt, p zu bestim-
men.)

8. Stelle ein Rekursionsschema auf, das reelle Zahlen = als Input akzeptiert
und eine gegen 2% konvergente Folge produziert. Dabei diirfen nur die
vier Grundrechenarten, also weder Logarithmen noch Fakultéten, beniitzt
werden. Schreibe ein Computerprogramm, das den vorgeschlagenen Al-
gorithmus realisiert.

1y -1
Hinweis: 2= (1- 5) .
9. Durch die Rekursionsvorschrift
1 i

=1 ntl 1= —2Zp + — >0
20 ; Intl = 52 +2n (n>0)

wird eine Folge von komplexen Zahlen z,, = x,, + iy, definiert.
(a) Berechne zg, 21, 2o.
(b) Zeige mit vollstandiger Induktion: Fiir alle n > 0 gilt z,, > 0, y,, > 0.

(c) Die z, konvergieren mit n — oo gegen eine gewisse komplexe Zahl ¢
(ist nicht zu beweisen). Berechne (.



2.5 Die Exponentialfunktion

Die Funktionalgleichung
Die Exponentialfunktion
x©  _k
z
expz = Z o
k=0

ist fiir alle z € C definiert. Den meisten Eigenschaften dieser Funktion liegt
das folgende “Additionstheorem” zugrunde:

(2.17) Fiir beliebige z, w € C gilt

exp(z +w) = expz-expw .

[ Wir multiplizieren die beiden absolut konvergenten Reihen

X _k —y k

Pyp— Z Pp— w

expz = g o exXxpw = E 7l
k=0 k=0

miteinander und erhalten

1.
expz-expw = ZWZJ wk
MK

Fassen wir in der Doppelsumme fiir jedes r > 0 die Glieder mit k£ + j = r zu
einem Paket zusammen und summieren anschliefend tiber r, so ergibt sich:

O IS

r=0 \ k+j=r

- r! r—k k
o < w
! ( ‘ (r— k) k! )

j(z+w)" =exp(z +w),

und nach Erweiterung mit r!:

I
M]3
I

.3
Il
=)
>
Il

1
K
I

\3
I
=)

wie behauptet. N
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Setzt man zur Abkiirzung

1 1 1 .
eXp1=1+ﬁ+a+§+..-=2€ (=2.718),

so folgt aus (2.17) fiir jedes n € N:

expn=exp(l+1+...+1)=(expl)" =¢€",
—_—

n

und durch dhnliche Uberlegungen ergibt sich weiter:
V]—)EQ: exp}—7:\q/epzep/q7
q q

was den Namen “Exponentialfunktion” hinreichend begriindet. Es liegt nun-
mehr nahe, fiir beliebige z € C zu definieren:

e ;= expz.

Wir verwenden in freier Weise abwechselnd beide Schreibweisen, je nach
typographischer Zweckmaéssigkeit.

x
e
r=et
1
| t
—1 0 1
Fig. 2.5.1

Betrachten wir die Exponentialfunktion vorerst fiir reelle ¢, so konnen wir
notieren (Fig. 2.5.1):
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(2.18) (a) Die Exponentialfunktion ist auf R positiv und streng monoton
wachsend.

(b) Fiir jedes feste ¢ € N gilt:

lim — = o0} lim e = 0.
t—oo t4 t— —00

Die Exponentialfunktion wéchst also mit ¢ — oo schneller als jede feste
Potenz von t.

[ (a) Wegen et - (e‘t/2)2 =1 gilt e > 0 fiir alle t € R. Fiir positives h ist
e =1+h+... >1 und somit

etth — et = (eh —1)e! > 0.

(b) Fiir jedes einzelne ¢ € N gilt

. $a+1
e’ > t>0),
(g +1)! ( )
und hieraus folgt
o, ¢ (t>0)
t4 " (¢g+1)! '
Der betrachtete Quotient strebt daher mit ¢ — co gegen oo . N

Die Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion bildet hiernach die reelle Achse bijektiv auf die po-
sitive reelle Achse R+ ab, und es existiert die Umkehrfunktion

(exp)™t =: log: Rso—R,

genannt natiirlicher Logarithmus (Fig. 2.5.2). Damit gelten automatisch die
Identitaten

VteR: log(e') = t, Vr € Ryg : elos? = g (1)
(siehe Beispiel 2.2.@); ferner hat man die Grenzwerte

lim logx = —o0, lim logz = oo .
r—0+ T—00
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Y |
. y=logx
/
/
1
/
/ (@]
0 45 T
y 1 e
/
Fig. 2.5.2

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (Satz (2.17 )) folgt
diejenige des Logarithmus:

(2.18) log(u-v) = logu+ logv (u, v € Ryy),
die bekanntlich dem Funktionieren des Rechenschiebers und der seinerzeiti-
gen Bedeutung der (Zehner-)Logarithmen fiirs numerische Rechnen zugrun-

deliegt: Sie verwandelt die Multiplikation in die (numerisch einfachere) Ad-
dition.

[ Mithilfe von (1) ergibt sich nacheinander
log(u - v) = log (elog“ . elog”) = log (elog “+1°g”) =logu+logv. |

Betrachte ein festes a > 0. Ahnlich wie vorher exp(p/q) = e?/? beweist man
nun mithilfe von (2.18):

log(ap/q) zgloga (peZ,qeN"),

und mit (1) folgt:
VBGQ: aP/1 = eqloga
q

Dies legt nahe, fiir beliebiges reelles x die allgemeine Potenz a* folgen-
dermaflen zu definieren:

a® = evlosa (a>0, zeR).
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Es gelten dann die iiblichen Rechenregeln:

log(a®) = zloga,
a”tv = a® - aY,

(a-b)® = a® b,

(aw)y — axy .

Wahrend die Exponentialfunktion in ihrem Wachstumsverhalten starker ist
als jede noch so hohe Potenz t+ —9, ist die Logarithmusfunktion schwécher
als jede noch so kleine Potenz z 1+ —® (o > 0):

(2.19) Fiir jedes feste o > 0 gilt

1
lim —2% — 0, lim (z% logz) = 0.
r—oo % r—0+
[ Man hat nacheinander
1 1
lim —8% oy oL g,
00 ealogm y—o0 ey o t—oo 6t
ahnlich schlieffit man bei der zweiten Behauptung. ]

Zwei Standardgrenzwerte

Fiir spatere Zwecke und zur allgemeinen Bildung berechnen wir noch zwei
Grenzwerte:

. et =1
(2.20)(a) il_)r% = 1.
n
(b) veeR:  lm (1+2)" = e
n—oo n
1 n
insbesondere gilt lim,, . (1 + ﬁ) =e.
[ (a) Aus
22 23
e=ltzt gt
ergibt sich fiir beliebiges z # 0
e —1 2 z2
=14+ 5+ =9(2).

z 21 3!
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Hier ist g eine (fiir alle z konvergente) Potenzreihe, mithin eine stetige Funk-
tion, und es folgt

e —1

lim —— = lim g(z) = g(0) = 1.
(b) Wir betrachten den Logarithmus des zu untersuchenden Ausdrucks und
haben
log(1+ %) —log1

log<1 + E) =n log<1 + E) =z
n n

Mit % =: h,, ergibt sich daher

n log(1 4+ h,) —log1
lim log(l—i—E) =z lim og(1+ /in) — log

=z log’(1) =
n—o0 n n— oo hn z Og( ) T,

wobei wir zuletzt von der Ableitung der Logarithmusfunktion Gebrauch ge-

macht haben. (1+ £)™ strebt daher gegen e”, wie behauptet. N

Hyperbolische Funktionen

In den Anwendungen treten oft gewisse “symmetrische” Kombinationen von
e” und e~* auf, die sogenannten hyperbolischen Funktionen. Wir beginnen
mit der folgenden Bemerkung: Eine Funktion f : X ~ X’ heifit gerade, wenn
gilt:

veedom(f):  f(-x) = f(),

und ungerade, wenn gilt:

V2 € dom (f): f(=x) = —f(x);

dabei wird natiirlich vorausgesetzt, dal dom (f) beziiglich 0 symmetrisch ist.
Die Potenzfunktionen z 1 —2*, k € Z, sind gerade fiir gerades k und ungerade
fiir ungerades k. Die Potenzreihenentwicklung einer geraden (bzw. ungera-
den) Funktion im Ursprung enthélt nur Terme mit geraden (bzw. ungeraden)
Exponenten.

Jede Funktion mit einem beziiglich 0 symmetrischen Definitionsbereich 148t
sich in einen geraden und einen ungeraden “Anteil” zerlegen:

flz) = f(z) +2f(—x) N f(z) —2f(_x) |

gerade ungerade
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Fiihren wir diese Zerlegung fiir die Exponentialfunktion durch (Fig. 2.5.3),
so erhalten wir als geraden Anteil den hyperbolischen Cosinus

coshz = % (x € R)

und als ungeraden Anteil den hyperbolischen Sinus

sinhz := % (x €eR).

Diese Funktionen sind tibers Komplexe mit den entsprechenden trigonometri-
schen Funktionen verwandt und besitzen formal analoge Additionstheoreme
usw. wie jene. Mit Hilfe des “Additionstheorems” e**Y = e% . e¥ beweist man
leicht

cosh® z —sinh®z = 1 (hyperbolischer Pythagoras),
cosh(z + y) = coshx coshy + sinhx sinhy ,
sinh(z 4+ y) = sinhx coshy + coshz sinh y .

y=coshx y=sinhx

Fig. 2.5.3

Als Differenz einer streng monoton wachsenden und einer streng monoton
fallenden Funktion ist sinh streng monoton wachsend; ferner gilt

lim sinhz = +oo.
r—Foo
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Folglich existiert die Umkehrfunktion, genannt Areasinus:
(sinh)™* =: arsinh : R —R.

Uberraschenderweise 148t sich arsinh durch “schon bekannte” Funktionen
ausdriicken. Aus y = sinh z folgt ndmlich nacheinander

2u=e® —e ", e — e —1=0, e =y+\y?+1.

Da jedenfalls e® > 0 ist, mufl hier das obere Zeichen zutreffen, und wir
erhalten z = log(y + y/y? + 1) ; das heifit, es gilt

arsinhy = log(y + Vy?2+ 1) (y eR).

Auf dem Intervall R>o wéchst

21 —coshx = Vsinh?x + 1

(als Zusammensetzung von wachsenden Funktionen) streng monoton von 1
bis oo und besitzt somit daselbst eine Umkehrfunktion Areacosinus:

(cosh)™! =: arcosh : Rs; — Ry,
die sich ebenfalls durch Logarithmen ausdriicken l&f3t. Man erhélt

arcoshy = log(y + Vy? — 1) (y>1).

Wir definieren schliefllich noch den hyperbolischen Tangens (Fig. 2.5.4) durch

sinh x et —e *

tanhz = = )
coshx et +e
Aus )
2 — 2T
tanhx =1 — B
14+ e 22

folgt: Der Graph des hyperbolischen Tangens néhert sich mit x — oo “expo-
nentiell” der Asymptote y = 1. Fiir die Umkehrfunktion Areatangens

(tanh)™' =: artanh : -1, 1[ - R
erhalt man . .
+y
tanhy = —log —— —-1l<y<l).
artanhy 5 og 1—y ( Y )
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y=tanhx

Fig. 2.5.4

Von seinem Charakter her eignet sich der hyperbolische Tangens besonders
zur Modellierung von Vorgangen, bei denen eine seit Urzeiten bestehende
Situation evolutionar in eine andere dauerhafte Situation iibergeht.

Die cis-Funktion

In Abschnitt 1.7 wurde (vorldufig) als handliche Abkiirzung die Schreibweise
cost+isint =: e

eingefithrt. Wir miissen zum Schluf} zeigen, da3 das mit den jetzigen defini-
tiven Vorstellungen iiber die Exponentialfunktion konsistent ist; in anderen
Worten: Wir miissen die sogenannte cis-Funktion

cis:  t 1 —e' (teR)
(‘cis’ fiir ‘cos +isin’) untersuchen.
Da die Exponentialreihe reelle Koeffizienten besitzt, gilt fiir beliebige z € C:
eXpz = exXpz .

[ Ist ar = ay, fiir alle k > 0, so folgt

o] o o]
g apz® = E ayp ¢ = E apzk . N

Hieraus ergibt sich fiir beliebige reelle t:

.2 . JR— . o . .
|6’Lt‘ :ezt_ezt:ezt'eztzezt_e zt:e[]:l;

die Punkte e liegen somit auf dem Einheitskreis D = {z € C | 2| =1}
der komplexen Ebene. Es gilt aber noch mehr:
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Fig. 2.5.5

(2.21) Die Funktion cis : t 1+ —e® wickelt die reelle t-Achse lingentreu auf
den Einheitskreis 0D auf.

[ Wir betrachten fiir ein beliebiges, aber festes ¢, 0 < ¢t < 2, das Intervall
[0,¢] C R und sein Bild v C dD. Die Bildmenge = ist ein bei 1 beginnender
Bogen auf 0D. Teilen wir das Intervall [0,¢] in N gleiche Teile (Fig. 2.5.5),
so bestimmen die Bilder der Teilungspunkte ¢, := kt/N (0 < k < N) ein
Sehnenpolygon vy mit Eckpunkten

25 = elte — ezkt/N ]

Die Lange einer Teilstrecke ist gegeben durch

|2k+1 — 2k = et/N 1

)

Gik+1)E/N _ eikt/N‘ _ Gt/N _ 1‘ _

ezkt/N’

unabhéngig von k, so daf sich die Lange des ganzen Sehnenpolygons berech-
net zu

e“/N—l‘ _ eit/N_l'

L(yn)=N W

Hieraus folgt mit (2.20)(a) und (2.7):

L(y) = lim L(yy) = t;

N—o0

das heifit: Die von 1 bis e lings D gemessene Bogenlinge betriigt gerade
t, wie behauptet. N
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Bogenlinge=t

_ sint
=cost+1isint St

=~

Fig. 2.5.6

Hiernach ist e der Punkt auf D mit dem Argument (Polarwinkel) ¢, also
der Punkt cost+isint (Fig. 2.5.6), in Ubereinstimmung mit unserer fritheren
Vereinbarung. Wir haben damit einen neuen Zugang zu den trigonometri-
schen Funktionen gewonnen. Sie sind mit der Exponentialfunktion (nicht nur
formal, sondern tatséchlich) verkniipft durch die Eulerschen Formeln

‘ it 1 it
cost = Re(e") = %,
_ oit _ o—it
sint = Im(e') =
(%) 27

Cosinus und Sinus stellen also im wesentlichen den geraden und den ungera-
den Anteil der Funktion ¢ + —e® dar. Aus

it)?  (it)®  (it)*

@2, @, @,

o T3 T

=1+id+

ergeben sich durch Trennung von Real- und Imaginéarteil die folgenden fiir
alle t € R konvergenten Potenzreihen von cos und sin:

2t > t2ﬂ
cost = 1— EJFZ — Z ,
7=0
t3 t5 t oo ]t2]+1
int =%t——+4+ —
S T Jz% (2 + 1)



2.5 Die Exponentialfunktion 171

Aufgaben

1. Auf einem Taschenrechner stehen nur noch die Tasten , EI, ,
17 und zur Verfiigung. Berechne (mit akzeptablem Aufwand) eine

X
brauchbare Approximation fir e.

2. () Es sei c:= % + 4. Dann ist

vt —x(t) i=e (—oo <t < o0)
eine Kurve in der z-Ebene.
(a) Bestimme die Momentangeschwindigkeit z(t) des laufenden Punktes.

(b) Werden die Geschwindigkeitsvektoren Z(¢) im Ursprung angeheftet,
so bilden ihre Spitzen eine neue Kurve 4 (den Hodographen von 7).
In welcher geometrischen Relation stehen + und # zueinander?

(c) Zeichne die beiden Kurven ~ und 4.

3. Es sei
fol@) =2,  foyi(2):=e"@ (n>0).

Berechne lim,_, o, f4(x).

4. Fritz macht sich hinter eine volle Literflasche Whisky seines Vaters. Er
trinkt immer wieder einen minimalen Bruchteil A des Inhalts und fiillt mit
Wasser nach, bis schliefilich die Whiskykonzentration in der Flasche auf
< 1/2 gesunken ist. Wieviel Liter Whisky und wieviel Liter Wasser hat
Fritz dabei im ganzen getrunken? Berechne die Grenzwerte fiir A — 0.

5. Produziere eine Funktion ¢ + —f(¢) (¢ > 0), die fiir ¢ — oo schneller
wéchst als jede Potenz t", n > 0, aber langsamer als irgendwelche Expo-
nentialfunktionen e, A > 0.

6. Jemand berechnet e71? (~ 5-107°) mit Hilfe der Exponentialreihe und
beriicksichtigt alle Glieder bis und mit 103®/38!. Wieviel signifikante
Dezimalstellen erhilt sie ungefihr? (39! ~ 2 - 10%°)

7. Vergleiche das Wachstum der drei Funktionen
) =tV () = (log )5, A(t) = exp(VE/ log1)

fir t — oo. (Hinweis: Betrachte die Logarithmen von f, g und h.)
8. Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe Y ;7 (1 — tanh(ka))z" .

9. Produziere eine Funktion f: Rsg — Ry, fiir die gilt

F(F) = Vt.
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10. (a) Bestimme die simtlichen komplexen Losungen der Gleichung

11—

exp =1.

(b) Bestimme die kleinstmdogliche Kreisscheibe um 0 € C, die alle Losun-
gen dieser Gleichung enthélt. Figur!

11. M) Wieviel gibt, sinngemisB, cos(ilog2) ?



Differentialrechnung

3.1 Grundbegriffe, Rechenregeln

Die Ableitung, auf neue Art betrachtet

Anmerkung: Es ist zu vermuten, dafl der Leser schon von der Ableitung
gehort hat. Zur Abwechslung und im Hinblick auf die mehrdimensionale
Differentialrechnung beginnen wir daher die Sache etwas anders.

Es sei
f: R~ X, t—f(t)

eine X-wertige (zum Beispiel reellwertige) Funktion einer reellen Variablen t,
die man als “Zeit” interpretieren kann. Wir halten einen “Arbeitspunkt”
to € dom (f) bis auf weiteres fest und machen den von t; aus gemesse-
nen Zeitzuwachs h zur neuen unabhangigen Variablen. Der zugehorige von
f(to) =: yo aus gemessene Wertzuwachs Af wird damit zu einer Funktion
von h:

Af(h) == f(to+h) — f(to) .

In anderen Worten: Der Punkt (¢g,y0) wird zum Ursprung eines (At, Ay)-
Koordinatensystems gemacht, und der Wertzuwachs Af wird an der Stelle
At := h nach oben abgetragen (Fig. 3.1.1). Dieses h hat man sich be-
tragsméBig klein vorzustellen. Ist ¢y ein Randpunkt von dom (f), so muf
man sich auf h > 0 bzw. A < 0 beschranken.

Es ist ein fundamentales Faktum der Analysis, dafl bei “guten” Funktionen
der Wertzuwachs Af im Limes h — 0 linear von h abhéngt: Es gibt eine
Konstante A, die momentane Zuwachsrate von f an der Stelle ¢y, mit

Af(h) = Ah  (h—0). (1)
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. y=f(1) /

e

Fig. 3.1.1

Ist f vektorwertig, also Parameterdarstellung einer Kurve im R™, so ist auch
A f vektorwertig, und A ist ein Vektor, der als Momentangeschwindigkeit zur
Zeit to interpretiert werden kann (s.u.).

Wir miissen der Formel (1) einen préazisen Sinn erteilen. Die Aussage (1)
besitzt nur dann einen tatsdchlichen Gehalt, wenn der durch das Zeichen
‘=7 implizierte Fehler

r(h) := Af(h)— Ah

fir h — 0 wesentlich (“um Groéfenordnungen”) kleiner ist als der rechts in
(1) hingeschriebene Term A h. Es miifite also
h)
An)

0 (h —0)

r(h)

gelten, und das ist im Normalfall A # 0 dquivalent mit - 0 (h—0).

Aufgrund dieser Uberlegungen definieren wir definitiv: Die betrachtete Funk-

tion f: R ~ X heifit an der Stelle ¢y € dom (f) differenzierbar, wenn es eine

Konstante A € X (und eine Funktion r(-) ) gibt, so daB folgendes gilt:

r(h)
h

flto+h)— f(to) = Ah+r(h), lim

lim == = 0. (2)

Die Gleichung links in (2) definiert die Funktion r(-), und diese Funktion
unterliegt der entscheidenden Bedingung rechts. Diese Bedingung impliziert

weiter h L
h h
so dafl wir fiir die momentane Zuwachsrate A die folgende Formel erhalten:
A = pig LGt = flo) () = f(to) _ F(to) -

h—0 h t—to  t—1tp
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Der angeschriebene und mit f/(¢y) bezeichnete Grenzwert des Differenzenquo-
tienten heifit bekanntlich Ableitung von f an der Stelle t3. Die einseitigen
Ableitungen f’(tp+) und f’(to—) werden sinngemé&f erklart.

Im Fall einer “Funktion y = f(z)” ist der Differenzenquotient

Ay f(x) - f(xo)

Az T — xg

die Steigung der Sekante durch die Graphenpunkte P, := (:co, f (:1:0)) und
P = (x,f(x)) (Fig. 3.1.2). Strebt x gegen z(, so wandert P auf dem
Graphen gegen den Punkt Py, und die Sekante durch Py und P geht iiber in
die Graphentangente im Punkt Fy. Die Steigung dieser Tangente ist gleich
dem Grenzwert der Sekantensteigungen, also gleich f’(xg).

Fig. 3.1.2

(D Betrachte die Funktion
abst = |t| (teR).

Ist zunéchst o # 0, so besitzen alle hinreichend nahe bei ¢ty gelegenen t
dasselbe Vorzeichen wie ¢y (Fig. 3.1.3). Fiir diese ¢ gilt daher

abst =sgnt-t=sgnty-t.
Damit erhalten wir fiir den Differenzenquotienten m(-) die Formel

abst —absty sgntg-t—sgnity -ty
m(t) = = = sgnty ,
t—to t—to

und es folgt
abs'(tg) = lim m(t) = sgntg (to #0) .

t—>t0
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Y
y=abst
fh ¢ t
Fig. 3.1.3
Ist jedoch tg = 0, so hat man
t|—10
m(t) = %:sgnt (t+#0).

Der lim;_,o m(t) existiert nicht; folglich ist abs an der Stelle 0 nicht differen-
zierbar. Hingegen existieren dort die einseitigen Ableitungen

abs’(0+) = sgn (0+) =1, abs'(0—) = sgn (0—) = —1 . O

Die Punkte ¢ty € dom (f), in denen f differenzierbar ist, bilden den Defini-
tionsbereich der Funktion

oot =),

genannt Ableitung von f. Die Ableitung f’ gibt fiir jeden “Zeit”punkt t €
dom (f’) die momentane Zuwachsrate der Ausgangsfunktion f an. Anstelle

von f’ sind auch Bezeichnungen wie f , dj;(j), D f und andere in Gebrauch.

Bsp: abs’ = sgn [Ro -

(2 Fiir die Exponentialfunktion hat man

et — eto o et~ — 1
= € _
t—tg t—tg

m(t) :=

und somit nach (2.20)(a):

exp’(tg) = tli_}nglo m(t) = e .

Da dies fiir alle ¢y € R zutrifft, gilt

St =e, 3)

das heifit: Die Exponentialfunktion wird durch Differentiation reproduziert.

O

exp = exp bzw.
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Exkurs uber die o-Notation

Bevor wir hier weitermachen, wenden wir uns nocheinmal den Formeln (2)
zu. Es geht dort um die Groflenordnung einer gewissen Fehlerfunktion r(h)
beim Grenziibergang h — 0. Mit Hilfe des Landauschen o-Symbols lassen
sich derartige Sachverhalte in besonders kompakter Weise ausdriicken; man
muf sich allerdings ein wenig an diese o-Schreibweise gewohnen.

Also: Da der Quotient @ mit A — 0 gegen 0 geht, sagt man, r(h) sei

“klein oh von h”, und schreibt
r(h) = o(h) (h —0) .

Der Term o(h) bezeichnet hier nicht einen Funktionswert an der Stelle h,
sondern erklart r(+) zu einer Funktion, von der man folgendes weif}: Dividiert
man diese Funktion durch A, so geht der Quotient mit h — 0 gegen 0.

Allgemein: Es ist die Rede von einem bestimmten Grenziibergang x — £.
Ein Term o(p(x)) in einer Gleichung bezeichnet eine letzten Endes durch
diese Gleichung definierte Funktion R(x), von der man aber weif}, da8 sie fiir
x — & von wesentlich kleinerer Gréfenordnung ist als p(z), oder genau: daf
der Quotient R(x)/p(x) gegen 0 geht. In anderen Worten: Die nennerfreie
Formel

f(z) =g(a) +o(q(x)  (z—¢)

ist Aquivalent mit dem Sachverhalt

i £@) = 9(@)

=0.
1
Bsp: 2:0(1) (t — o0),
thO(]:O(et) (t—>OO),
" an1t" T+ +ag=t" (14 0(1)) (t — 00),
3t —5t—7
S ¥ 1
1 3t —8+o(1) (t — o00),

t

Vift=1+-+40o(t) (t—0).

2

(Die zweitletzte Beziehung ergibt sich durch Ausfithrung der Polynomdivi-
sion; die letzte mag der Leser selber verifizieren, wenn er diesen Abschnitt zu
Ende gelesen hat.)

Wegen A = f/(top) sind wir damit in der Lage, den Inhalt von (2) in der
folgenden pragnanten Formel auszudriicken:

flto+h) = f(to) = f'(to)) h+o(h)  (h—0) (4)
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Geschwindigkeit und Tangentenvektor

Wird die unabhéngige Variable t einer Parameterdarstellung ~: ¢+ —x(t) als
“Zeit” interpretiert, so stellt der Ableitungsvektor eine Geschwindigkeit dar:
Der Differenzenquotient

E = X(t) — X(to) (t > tO)

At t—to
ist die “totale Ortsveranderung im Verhaltnis zur insgesamt dafiir bendtigten
Zeit” oder eben die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [¢o,¢], und der
fiir t — to+ resultierende Grenzwert x'(to) ist die Momentangeschwindigkeit
oder einfach die Geschwindigkeit des laufenden Punktes zum Zeitpunkt ¢g.

Ist x'(to) # 0, so zeigt x'(to) in die Richtung der Kurventangente an der Stelle
to. Um das einzusehen, betrachten wir die normierten Sekantenvektoren Ax
fir ¢ — to+ (Fig. 3.1.4). Mit t — ¢y =: h ergibt sich aufgrund von (4):

Ax _ x'(to)h + o(h) _ x/(to) + o(1)
[Ax|  [x'(to)h +o(h)]  [¥'(to) +o(1)]

Hieraus folgt
. Ax x/(to)
lim = ,
h—0+ |Ax|  |x/(to)]

womit der normierte Geschwindigkeitsvektor als Grenzlage der Sekantenein-
heitsvektoren, mithin als Tangenteneinheitsvektor identifiziert ist.

Fig. 3.1.4

(2 Betrachte zum Beispiel die Parameterdarstellung

x(t) := ta+t°b (—oo <t < o0).
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Es ergibt sich

X(ti_z](t()) _ (t—to)at+iz TL (t +to)b

und somit
X' (tg) = Jim (a+ (t+1to)b) =a+ 2tb .

Sind die Vektoren a und b linear unabhéngig, so ist x’(ty) # 0 fir alle ty € R,
und die Bahnkurve (eine Parabel) besitzt in allen Punkten eine Tangente. Ist
aber zum Beispiel a = 0 und b # 0, so besitzt die Bahnkurve (eine zweimal

durchlaufene Halbgerade) im Ursprung einen Riickkehrpunkt. O
Ableitungsregeln
(3.1)
(a) f=(f1,f2 f3) = f/:(fivfévf?;)v
insbesondere: (u+iv) =u' +iv';
(b) (f+9) =1+d",
Af) =Af (AER bzw. € C);
() (f-9)=f-9+fd
(analog fiir alle in den Grundstrukturen vorhandenen Produkte);
f9-f-9g
(d) (f/ 9)/ = T ;
d / !/
(¢) 7 I(F®) = g (f() - 1'(t)  (Kettenregel);

(f) Ist f: R ~ R injektiv und g := f~! die Umkehrfunktion, so gilt

Lo
g = f(9w))

in allen Punkten y, fiir die die rechte Seite definiert ist.

[ Wir behandeln nur (c), (e) und (f). Dabei geniigt es, jeweils eine feste
Stelle £y zu betrachten, fiir die die rechte Seite der zu beweisenden Formel
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erklért ist. Wir machen wiederholt von dem folgenden Prinzip Gebrauch: Ist
f an der Stelle ¢y differenzierbar, so ist die sogenannte Trendfunktion

m(t) = mf’to(t) = t—to
f'(to) (t = to)
an der Stelle ¢ stetig, und es gilt dann fiir alle t € dom (f):
f@) = f(to) = m(t) (t —to) - (5)

Umgekehrt: Besteht eine (nennerfreie!) Beziehung der Form (5) mit einer
bei ¢ stetigen Funktion m(-), so ist f an der Stelle ¢y differenzierbar, und es

gilt f'(to) = m(to).

(c) Es gilt
f(t)g(t)t—_{sto)g(to) _ f(ti : i;(t()) 96 + f(to) 9(753t : 2?0(750)
— f'(to)g(to) + f(to)g' (to) (t —to),

wobei wir stillschweigend benutzt haben, dafl eine an der Stelle ¢ differen-
zierbare Funktion dort auch stetig ist (dies folgt aus (5)).

(e) Setzen wir zur Abkiirzung f(t) =: y, f(to) =: yo, so gilt

g(f@®) —g(f(t0)) = 9(¥) — 9(yo) = Mgy, (v) - (v — %0)
= Mgy, (y) - (f(t) - f(to»
= Mgy (F(£)) g0 (L) - (8= to) =2 m(t) - (t —to) -

Man {iiberzeugt sich, dafl die Funktion m(-) an der Stelle ¢y stetig ist. Somit
besitzt go f nach dem oben angefiihrten Prinzip an der Stelle ¢y die Ableitung

m(to) = mg.y, (f(to)) - my.eq(to) = g'(f(t0)) [ (t0) -

y
y=f(t)
t=g(y)
P
y
£
Yo
t t t

Fig. 3.1.5
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(f) Wir verzichten auf einen richtiggehenden Beweis und verweisen auf die
Figur 3.1.5. Es gilt

oy 9W) —gly) - t—to .1
I == T T —f) - Fl) |

(2 (Forts.) Essei f eine reell- oder komplexwertige Funktion und
F(t) == /O |

Dann ist
F'(t) = exp'(f(t)) - f'(t) = exp(f(2)) - £ (2) -
Es gilt daher

d
2 F®) — ). S

(Das Vertrauen in die Kraft des Kalkiils wird hier etwas strapaziert. Die

Uberlegungen, die zu exp’ = exp gefithrt haben, lassen sich aber “im Kom-
plexen” nachvollziehen.) O

In diesem Beispiel ist die Kettenregel als Regel fiir das Ableiten von zusam-
mengesetzten Funktionstermen benutzt worden; sie besitzt aber auch einen
geometrischen Gehalt, der in der Fig. 3.1.6 dargestellt ist.

Ay = fl(tg) At |Az=g'(yg) Ay = g'(yp) ['(ty) At

N
T
<
(e}
I
=
~
o
~—

<+ 20 = 9(yo) = 9(f(to))

Fig. 3.1.6
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Die Ableitungen der elementaren Grundfunktionen
Wir geben nun (zum Teil ohne Beweis) die Ableitungen der elementaren

Grundfunktionen an. Die Rechenregeln setzen uns dann instand, die Ablei-
tung irgendeiner elementaren Funktion zu berechnen.

d k k—1
- — .
> ol kt (k € Z)

[ Fiir f(t):=1 und g(t) :=t ist

f(t) = f(to) 0 g(t) — g(to)
t—to ’ t— 1o

1;

esfolgtilzo d

T s gt = 1. Weiter ergibt sich (vollstandige Induktion nach
k> 0):

d d
G =St = 1 (k) = (k1)

Negative Exponenten werden mit der Quotientenregel auf den schon behan-
delten Fall zuriickgefiihrt. B

> dl 1
— logy = — .
dy Y

[ Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Folg-
lich gilt nach (3.1)(f) und (3):

1 1 1

log/ y) = = = —.
) exp/(logy)  exp(logy) y —
> 4 jo >t (t>0,a€R)

—_— = (6% .

dt ’

[ Nach Definition der allgemeinen Potenz und (6) ist

d d
Eta _ E ealogt — alog/(t)ealogt

1 o a—1
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d d
> — cosht = sinht — sinht = cosht .
dt dt
> d h 1 d ih 1
— arcoshy = ——, — arsinhy = —— .
dy Vy?—1 dy VY2 +1

[ Ist arsinhy = ¢, so ist sinh¢ = y und folglich nach dem hyperbolischen
Pythagoras cosht = y/y? 4+ 1. Hiermit ergibt sich

d 1 ! 1
— arsinhy = - - '
gy sty = < (arsinhy)  cosh(arsinhy) Y2 +1 _

d
> — cost = —sint, — sint = cost .
dt dt

[ Wird die Identitit
t

cost +i sint = e’
abgeleitet, so ergibt sich nach (6):

cos't +isin’t =ie =i(cost +isint)

= —sgint +¢cost . ]
> d . 1
— arcsiny = ———— .
dy 1— 2
d 1 d
> — tant =1+ tan?t = ——— | — tanht =1 — tanh?¢ .
dt an +tan cos?2t dt an an
> d ; 1 d tanh 1
— arctany = —— — artanhy = .
dy YTy dy Y1y

Dies sollte geniigen. Beachte, dafl transzendente Funktionen, zum Beispiel
arcsin oder log, durchaus algebraische oder sogar rationale Funktionen als
Ableitungen haben koénnen.
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Aufgaben

1. @) Berechne die Ableitungen der folgenden Ausdriicke:

141 —t¢2
(a) log %t ) (b) ngi (Oé, ﬁ > O) )
(c) 21— +1)'2, (@) ¢,
(e) (logtant)~1/3 (f) artanhv1—¢2.

Bestimme in jedem Fall den Definitionsbereich D C R sowie den Defini-
tionsbereich D’ der Ableitung.

2. Berechne die hundertste Ableitung der Funktion f(¢) := ¢?sin(2t).
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Maximum vs. Supremum

Es sei B C X ein vorgegebener Bereich (zum Beispiel ein Intervall, eine Halb-
ebene, ein Wiirfel, eine Sphére) und

f: B—R, v —f(z)

eine reellwertige Funktion. Wir suchen nach dem “Maximum von f auf B”.
Nun ist die Wertmenge

W .= {f(m)|:n€B}

in aller Regel eine unendliche Menge, und da ist es gar nicht sicher, ob es
iiberhaupt einen grofiten Wert gibt.

Betrachte fiir einen Moment eine ganz beliebige nichtleere Menge M C R.
Gibt es ein s € M mit s > y fiir alle y € M, so ist s das maximale Element
von M und wird mit max M bezeichnet. Analog ist min M erkléart.

Bsp: Jede endliche Menge besitzt sowohl ein minimales wie ein maximales
Element. Die Menge [0, 1| besitzt kein maximales, die Menge {1, %, %, %, . }
kein minimales Element.

M
— (< — %OOOQ)E?J

o=supM

Fig. 3.2.1

Das Supremum sup M =: o der Menge M ist folgendermaflen charakterisiert
(Fig. 3.2.1): Es gibt in M keine Zahlen > o; aber fiir jede Toleranz ¢ > 0 gibt
es in M Zahlen > o — e. In anderen Worten: Das Supremum wird innerhalb
M beliebig genau erreicht, vielleicht sogar angenommen (ndmlich dann, wenn
M ein maximales Element besitzt), aber sicher nicht iiberschossen. Ist M
nach oben unbeschrankt, so wird sup M := oo gesetzt. — Analog wird das
Infimum inf M erklart.

Es ist eine Grundtatsache der Analysis, dal sup M und inf M fiir jede nicht-
leere Menge M C R vorhanden und eindeutig bestimmt sind. Das hat mit
der sogenannten Vollstdndigkeit von R zu tun und wére mit Hilfe einer Axt
zu beweisen (siehe den Schluf von Abschnitt 1.4).
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Fig. 3.2.2

Beziiglich unserer Funktion f: B — R konnen wir also davon ausgehen, dafl
jedenfalls die beiden Gréflen

inf W = inf f(x) (> —00), supW = sup f(z) (< o0)
z€B r€B

vorhanden und wohlbestimmt sind.

1 1
Bsp: — =1 inf —— =0 Fig. 3.2.2);
P e sh Mipes? e
supe’ = 00, inf cost=1/V2.
teR o<t<m/4

Besitzt die Wertmenge W ein maximales Element, das heiffit: Wird das Supre-
mum tatséchlich angenommen, so spricht man vom (globalen) Maximum von
f auf B und schreibt max,cp f(x) anstelle von sup,cp f(z). Es gibt dann
mindestens einen Punkt £ € B mit

f€) = flx)  VzeB.

Ein derartiger Punkt ¢ ist eine (globale) Maximalstelle von f auf B. Die
Menge dieser globalen Maximalstellen (eine Teilmenge des Definitionsbe-
reichs B!) bezeichnen wir mit Syax(f [ B) oder einfach mit Spax. — Analog
werden das (globale) Minimum min,cp f(z) und (globale) Minimalstellen
erklart.

1

Bsp: —
P R T2

:17 Smax:{o}a Smin:(b;

rtréiﬂrklcost:—l, Smin = {(2l<:+1)7r ‘ kEZ}.



3.2 Extrema 187

Der Satz vom Maximum

Maximal- und Minimalstellen werden im Sammelbegriff Extremalstellen zu-
sammengefaflt. Ob in einer konkreten Situation Extremalstellen vorhanden
sind, hangt von f und vom Bereich B ab. Wir bendétigen den folgenden Be-
griff: Eine Menge B C X ist kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschréankt
ist, das heifit: wenn der Rand 0B zu B gehért und B ganz “im Endlichen”
liegt.

Der folgende Satz ist fundamental:

(3.2) Ist B C X kompakt und f: B — R eine stetige reellwertige Funktion,
so nimmt f auf B ein globales Maximum an.

[ Beweisidee: Nach Definition des Supremums
sup f(z) =10 (£ 00)
zeB

gibt es eine Folge x. in B mit

kli}ngo flzr) =0 . (1)

Da B beschrankt ist, besitzt diese Folge einen Haufungspunkt £, und da B
abgeschlossen ist, mufl £ € B sein (Fig. 3.2.3). Man kann nun eine Teilfolge

I I
T, n—w, = Ty

n

auswahlen, die tatsachlich gegen ¢ konvergiert:
lim z, = ¢. (2)

n—0o0

Fiir diese Teilfolge gilt immer noch (1):

lim f(x) = o ()
Da f stetig ist, liefern (2) und (1) im Verein mit Satz (2.10):
£©) = lim f(al) =0 N
5
o
flay)

Fig. 3.2.3



188 3 Differentialrechnung

Dieser Beweis ist (im Gegensatz zum Beweis des Zwischenwertsatzes (2.6))
nicht konstruktiv, das heifit: Er liefert keine Methode, im Anwendungsfall
eine Maximalstelle £ tatséchlich zu finden. Das héngt damit zusammen,
dafl der Maximalwert o sehr genau bestimmt ist, der Ort, wo dieses Maxi-
mum angenommen wird, aber gar nicht. Es kommt aber noch schlimmer:
Eine kleine Anderung der Funktion f oder des Bereichs B &ndert den Maxi-
malwert nur wenig, kann aber eine radikale Anderung der Maximalstelle(n)
bewirken. Ahnliches ist zu sagen, wenn die “Problemdaten” f und B mit
Ungenauigkeiten behaftet sind.

N !
1
y =4
£l t
-1 B 0.99 1.01
Fig. 3.2.4
(D Betrachte die Funktion f(t) := ¢? auf dem Intervall B := [—1, 1.01],
siehe die Fig. 3.2.4. Es ist
max (1) = 101, Sl f1B) = {101}
Wird B ganz wenig abgedndert zu B’ := [—1, 0.99], so ergibt sich

max f(t) =1, Smax(f 1 B") = {-1} .

teB’ O

Dieser Sachverhalt hat schwerwiegende praktische Konsequenzen im taglichen
Leben: Wenn sich ein Individuum unter gegebenen Bedingungen optimal
verhalt, so kann schon eine minimale Verédnderung dieser Bedingungen dieses
Individuum dazu veranlassen, sein Verhalten radikal zu andern. Das wird bei
105 Individuen, die den gleichen Verhiltnissen unterworfen sind, bestimmt
an einem andern Ort Probleme verursachen; dabei ist der “Gewinn” fiir den
Einzelnen und auch im Gesamten nur bescheiden.
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Lokale Extremalstellen

Neben den globalen, das heifit: auf ganz dom (f) =: B bezliglichen Ex-
tremalstellen werden lokale Extremalstellen wie folgt erklart: Die Funktion
f: B — Rist im Punkt ¢ € B lokal maximal, wenn es ein § > 0 gibt mit

reB N |z=¢l<i = f(E)=[f(a).

Gemeint ist: Weit weg von & darf f schon noch grofiere Werte annehmen. Ist
f an der Stelle ¢ global maximal, so ist f dort erst recht lokal maximal.

Fig. 3.2.5

(2 Essei B := [~2,4] und f die in der Figur 3.2.5 dargestellte Funktion.
Dann ist f an den Stellen —1 und 4 lokal maximal, bei 4 global maximal, an
den Stellen —2 und 1 lokal minimal und bei 1 global minimal. O

Was hat das alles mit Differentialrechnung zu tun? Antwort: Die Diffe-
rentialrechnung bringt alle lokalen Extremalstellen im Inneren von B zum
Vorschein. Vorderhand miissen wir uns natiirlich auf Funktionen einer un-
abhangigen Variablen ¢ beschrinken.

dom(f) U
to—h to toth

Fig. 3.2.6

Es sei also f: R ~ R eine differenzierbare Funktion und ¢ ein innerer Punkt
von dom (f) (Fig. 3.2.6). Es gibt dann ein h > 0 mit |to—h, to+h[C dom (f).
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Der Punkt ¢y heifit kritischer oder stationirer Punkt von f, wenn f’(ty) =0
ist. Aufgrund von 3.1.(4) gilt dann

f(t) = f(to) = f'(to)(t — to) + o(t — to) = oft —to) (t —to) -
Der Zuwachs von f ist also fiir ¢ — t¢ von kleinerer Groflienordnung als der
Zuwachs t — tg der unabhangigen Variablen, daher der Name “stationar”.
Die Menge der kritischen Punkte von f auf B bezeichnen wir mit Si,it(f | B)

oder einfach mit Si,;.

(3 Wir betrachten die Funktion
. L.
ft) = sint+ 3 sin(2t) (0 <t<2m)

(Fig. 3.2.7) mit der Ableitung

f(t) = cost 4 cos(2t) = cost + (2cos®t — 1)
= (2cost — 1)(cost +1) .

Die kritischen Punkte ¢ miissen daher der Gleichung cost = % oder der
Gleichung cost = —1 geniigen. Es ergibt sich
Skrit = {ga 5?7[-’71-} .
O
Y
y=f(t)
-1
u |
1 5m/3 t
\
7T/ 3 ™ ‘
+— -1

Fig. 3.2.7

Die Grundlage zur Losung von allen praktischen Extremalaufgaben ist be-
kanntlich enthalten in dem folgenden Lemma:
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(3.3) Essei f: R ~ R differenzierbar und t( ein innerer Punkt von dom (f).
Ist f an der Stelle ty lokal extremal, so ist ty notwendigerweise ein kritischer
Punkt von f, das heifit, es gilt f'(tg) = 0.

[ Es gilt
f(t) = f(to) =m(t) (t —to),

dabei bezeichnet m(-) die Trendfunktion von f an der Stelle t5. Ist zum
Beispiel f'(tg) = m(to) > 0, so ist m(t) in einer ganzen Umgebung U :=
|to — h,to + h[ des Punktes to (Fig. 3.2.6) positiv, und wir haben

VteU: sgn (f(t) — f(to)) =sgn (t — to) .

Hiernach nimmt f(t) — f(to) in U beiderlei Vorzeichen an, und f kann an der
Stelle ty weder lokal maximal noch lokal minimal sein. ]

Bestimmung der globalen Extrema
Das Lemma (3.3) erhélt nun folgende anwendungsorientierte Form:

(3.4) Die stetige Funktion f: [a,b] — R sei jedenfalls im Inneren von [a,b]

differenzierbar und besitze dort endlich viele kritische Punkte ty, ..., t..
Dann ist

Smax(f[[a,b]) C {a,b,tl,...,tr} (1)
und

max f() = max{f(a), fO), f(t2). ... . f(t:)} .

a<t<b

[ Nach Satz (3.2) wird das Maximum tatséchlich angenommen, und zwar
in einem der Punkte a, b oder in einem inneren Punkt & des Intervalls [a,b].
Ein derartiger Punkt £ mufl nach dem Lemma (3.3) ein kritischer Punkt
von f sein, denn sonst ware die Funktion dort nichteinmal lokal maximal.
Die “Kandidatenliste” rechter Hand in (1) enthélt daher alle Punkte des
Intervalls [a,b], die als globale Maximalstelle iiberhaupt in Frage kommen,
und der tatsdchliche Maximalwert von f 148t sich durch Wertvergleich in
diesen Punkten ermitteln. N

Beachte: Falls nur der Maximalwert max,<¢<p f(t) und die Menge Siax der
Maximalstellen gefragt sind, ist es nach diesem Satz nicht notig, zweite
Ableitungen auszurechnen. FEtwas anderes ist es, wenn zum Beispiel fiir
eine Graphendiskussion oder fiir Stabilitdtsbetrachtungen der Charakter der
einzelnen kritischen Punkte untersucht werden soll (s.u.).
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Fig. 3.2.8

(@) Es sei o die Verbindungsstrecke der beiden Punkte A := (—1,1), B :=
(0,2), und es sei P := (p,0) ein Punkt auf der z-Achse (Fig. 3.2.8). Welcher
Punkt von o liegt P am néchsten?

Der Figur entnimmt man ohne weiteres die folgende Losung dieser Aufgabe:
Ist p < 0, so liegt der Endpunkt A am néchsten, und ist p > 2, so liegt B
am néchsten. Fiir 0 < p < 2 ist der nachste Punkt ein innerer Punkt von o,
namlich der Fuflpunkt des Lotes von P auf o.

Was konnen wir hieraus lernen? Unsere Aufgabe enthélt einen Parameter p.
Der kiirzeste Abstand von P zu ¢ hingt natiirlich “zahlenmé&fig” von p ab,
aber nicht nur das: Auch die Gestalt der Extremalsituation héngt von p ab
und verdndert sich an bestimmten Stellen der p-Achse (bei p =0 und p = 2)
radikal. Damit sind wir auf ein ziemlich universelles “Katastrophenprinzip”
gestofen: Enthéalt ein mathematisches Modell Parameter p, A, ..., so muf
man von vorneherein damit rechnen, dafl fiir gewisse spezielle Werte der
Parameter die Gesamtsituation umkippt zu einer vollstandig neuen Gestalt.

Die rechnerische Behandlung der obigen Aufgabe tiberlassen wir dem Leser.

O

(®) Wir betrachten die mit A parametrisierte Funktionenschar
fa(t) =13 — 302t + 4\

auf dem t-Intervall [ —2,2]. Jedes f) nimmt auf diesem Intervall ein globales
Maximum M) und ein globales Minimum m) an. Diese beiden Groflen sollen
nun (als Funktionen von \) bestimmt werden. Hierzu miissen wir fiir jedes
feste A € R eine “Kandidatenliste” herstellen.



3.2 Extrema 193

Zunachst ist
a(=2) = =84+ 6A% + 4\ =: ¢1(N) r(2) =8 — 6% +4X =: ¢o(N) .

Ferner gilt f4(t) = 3t* — 3\%, und dies verschwindet in den beiden Punkten
t = £A. Diese beiden Punkte fallen fiir [A\| > 2 aufler Betracht, da sie dann
nicht im ¢-Intervall | —2,2[ liegen. Die zugehérigen Funktionswerte

Fr(=X) = 2X3 44X =: ¢3(N) , (A = =2X3 44X =: ¢4 (\)

sind somit nur fiir —2 < A < 2 zur Konkurrenz zugelassen. Die Funktionen
d1(A), ..., ¢4(A) sind in der Fig. 3.2.9 simultan dargestellt, ¢3 und ¢4 nur
in dem angegebenen Bereich. Die gesuchten Funktionen M), und m) lassen
sich nun unmittelbar ablesen: Aufgrund von Satz (3.4) ist

My = max{p1(A),...,04(N)}

und analog fiir my. Damit erhalten wir die folgende Tabelle:

A< =2 2< A< 1] -1<A<1|1l<A<K2|A>2
My | ¢1(N) Pa(N) B2(N) $3(A) o1
my | $2(N) $3(A) #1(N) P4(N) ®2

Fig. 3.2.9
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Aufgaben

1. Bestimme Infimum und Supremum der folgenden Mengen. Welche dieser
Mengen besitzen ein minimales oder ein maximales Element?

(a) {1f}x‘xeR}, (b) {1% x>—1},

11
(c) {$+;‘§<x<2}, (d) {xER’EIyGR:$2+5y2<4}.

2. @ Bestimme, soweit vorhanden, die globalen Extrema der Funktion
f) = > +4* +9t +9)e " .
Stelle ein Bild des Graphen von f her, das das gefundene Resultat be-
statigt.

3. Ein Versuch besitze zwei mogliche Ergebnisse, die mit Wahrscheinlich-
keiten p bzw. ¢ (= 1 — p) eintreten. Ein Maf fiir die Ungewilheit iiber
den Ausgang des Versuchs ist die sogenannte Entropie

H = —plogp —qlogq .
Fiir welchen Wert von p und ¢ ist die Ungewiflheit am grofiten? (Hinweis:
lim; o4 zlogz =0 )
4. Ein periodischer Vorgang wird beschrieben durch die Funktion
f(t) := acost + cos(2t) .
Fiir welchen Wert des reellen Parameters « ist der Maximalausschlag
(nach oben oder unten) minimal?

5. Eine Kugel soll in einen aufrechten Kreiskegel von minimalem Volumen
gepackt werden. Bestimme den halben Offnungswinkel des Kegels.

6. Auf der Ellipse 22 + 4y? = 4 bestimme man diejenigen Punkte, die von
dem Punkt (¢,0), 0 < ¢ < 2, minimalen Abstand haben. Man zeichne die
gesuchten Punkte fiir die Félle ¢ := 3/4 und ¢ := 9/5.

7.Eine Zahl @ > 1 soll in n > 1 gleiche Teile geteilt werden, so dafl das
Produkt der Teile moglichst grof wird. Bestimme n in Abhéngigkeit von
a. (Hinweis: Die Funktion ¢(t) := (a/t)" ist unimodal.)

8. Bestimme die grofite Zahl, die als Produkt von positiven ganzen Zahlen
der Summe 1996 dargestellt werden kann.

9. Betrachte die Funktion f(t) := t? (¢t € R) sowie das verschiebbare “Fen-
ster” [A — 1, A + 1] auf der ¢t-Achse. Aufgabe: die beiden Funktionen

m(\) ::min{f(t)’)\—lgtg)\—i—l},
M(X) ::max{f(t)’)\flgtg)ﬂrl}
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10.

zu bestimmen. Verlangt ist eine formelméfige Darstellung (allenfalls mit
Fallunterscheidungen) oder eine Figur, an der m(-) und M (-) unmittelbar
abgelesen werden konnen.

Angenommen, Sie miifiten an dem folgenden Spiel teilnehmen: Sie geben
eine reelle Zahl x bekannt; hierauf wahlt Thr Gegner eine reelle Zahl y
und gewinnt von Thnen den Betrag

flzoy) = (2® —4)y* +2(z + 4)y .

Welches x wiirden Sie wéhlen, und welches y hierauf Thr Gegner?



3.3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Verschiedene Varianten des Mittelwertsatzes

Wir beginnen mit dem intuitiv einleuchtenden Satz von Rolle:

(3.5) Die Funktion f: [a,b] — R sei stetig, und es sei f(a) = f(b). Ist f
im Inneren von [a,b] differenzierbar, so gibt es einen Punkt T € |a,b] mit

f(m) =0.

Fig. 3.3.1

[ Ist f nicht konstant, so gibt es zum Beispiel Punkte t € a, b[ mit f(t) >
f(a), und das globale Maximum von f auf [a,b] wird notwendigerweise in
(mindestens) einem inneren Punkt 7 angenommen (Fig. 3.3.1). An einer
derartigen Stelle 7 ist f’(7) = 0 nach Lemma (3.3). N

Fiir komplexwertige (und erst recht fiir vektorwertige) Funktionen gibt es
keine derartige Aussage!

Bsp: Es ist cis(27) = cis0, aber cis’ ¢t # 0 fiir alle ¢.

Der angekiindigte Mittelwertsatz der Differentialrechnung erscheint in ver-
schiedenen Varianten. Die erste davon ist (Fig. 3.3.2):

(3.6) Es sei f:[a,b] — R stetig und im Inneren von [a,b| differenzierbar.
Dann gibt es einen Punkt T € |a, b] mit

T — f(7) bzw. f() = fla)=f'(r)(b—a) .
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Y

Fig. 3.3.2

Anstelle von (3.6) beweisen wir etwas allgemeiner:

(3.6") Genitigen f und g den Voraussetzungen von (3.6) und ist ¢'(t) # 0
fiir alle t € la,b[, so gibt es einen Punkt 7 € |a, b[ mit

[ Wir setzen zur Abkiirzung

f0) = fla)=-Af,  g(b) —gla) = Ag (#0)

und betrachten die Hilfsfunktion

h(t) == Ag- f(t) = Af-g(t) .

Es ist
h(b) — h(a) = AgAf—AfAg=0;

nach dem Satz von Rolle gibt es daher einen Punkt 7 € ]a, b[ mit
0="0(r)=A2gf' (1) = Afg'(r),
und es folgt in der Tat

Af _ f'(7)
Ag  g(r) -

Aus Satz (3.6) ergeben sich sofort die folgenden Aussagen, die nun nicht
mehr auf einen unfalbaren Punkt 7 Bezug nehmen:
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(3.7) Ist f differenzierbar auf dem Intervall I und gilt
) <M Vtel,
so besteht fiir beliebige t1, to € I die Abschatzung

|f(t2) = f(t1)] < M[ta —ta] .

(3.8) Ist f'(t) = 0 auf dem Intervall I C R, so ist f konstant auf I.

Im Gegensatz zu (3.5) und (3.6) sind die Sétze (3.7) und (3.8) auch fiir
komplexwertige und fiir vektorwertige Funktionen richtig (ohne Beweis).

Grenzwerte nach de ’'Hopital

Wir benutzen den Mittelwertsatz gerade zum Beweis der beliebten Regel von
Bernoulli-de ’'Hopital. Es handelt sich dabei um eine einfache Methode zur
Berechnung von gewissen Grenzwerten, die zundchst auf Ausdriicke der Form
0/0 oder co/oo fithren.

(3.9) Es seien f und g differenzierbare reellwertige Funktionen auf dem In-
tervall Ja,b[ (b:= oo zugelassen), und es sei

lim f(t) =0, %irr}l)g(t) =0 (bzw. beide = c0),

t—b

aber ¢'(t) # 0 fiir alle t. Dann gilt

lim & = lim &
t—b (t) t—b g/(t) ’

falls der Grenzwert rechter Hand existiert (£oo zugelassen).

[ Wir behandeln nur den Fall “0/0” und b < oo, so daf8 wir ohne weiteres
f(b) = g(b) = 0 annehmen diirfen (Fig. 3.3.3).

Die Funktionen f und g erfiillen in Intervallen [¢,b] die Voraussetzungen von
Satz (3.6’). Es gibt daher fiir jedes ¢ < b einen Punkt 7 € ]t, b[ mit

- =L 1)
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Y

Fig. 3.3.3

Es sei jetzt limy—,(f'(t)/¢’'(t)) =: A. Beim Grenziibergang t — b— strebt
notwendigerweise auch der Punkt 7 gegen b und folglich die rechte Seite von
(1) gegen A, also auch die linke Seite. N

Wir behandeln nun einige Beispiele.

@

20 +t—-3 . 4t+1 . 4t +1 1

im ———— = 1lim —— = lim |[——  ——
t—1+ 13 —3t+2 +—1+3t2 -3 =1+ [3(t+1) t—1

Hier strebt der erste Faktor rechter Hand mit ¢ — 14 gegen 5/6, der zweite

gegen 0o, das Produkt also gegen oc.

Es seien o, 6 > 0. Bei der Funktion
log cosh(at)

ht) = log cosh(Gt)

streben Zihler und Nenner mit ¢ — 0 beide gegen 0 und mit ¢ — oo beide
gegen co. Wegen

d inh
I log cosh y = log’(coshy) cosh’(y) = (S;)I;hz = tanhy
erhalten wir daher einerseits
tanh(at 2(1 — tanh®(at
lim A(t) = Jim St20R(0D) ), o7(1 = tan 2(a )
0 t—0 Btanh(fBt) =0 B2(1 — tanh”(Bt))
o2
e @ R

wobei wir Satz (3.9) gleich zweimal angewandt haben, und andererseits

) _ . oatanh(at) o
Am h(t) = Jim G " B O
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Monotonie und Konvexitat

Es sei I ein beliebiges Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit (streng)
monoton wachsend auf 7, wenn gilt:

ti,to €l AN t1 <ty = f(tl) < f(tg) .

Der Mittelwertsatz liefert das folgende fiir die “Graphendiskussion” niitzliche
Monotoniekriterium:

(3.10) Eine differenzierbare Funktion f: I — R ist genau dann streng mono-
ton wachsend auf dem Intervall I, wenn folgendes zutrifft:

f't) >0 vtel, (2)

und auf keinem Teilintervall ist f'(t) = 0.

[ Wir verzichten auf die Diskussion des “streng”. — Ist f monoton wach-
send, so sind alle Differenzenquotienten
t)— J(t
FO—f(t)
t—to

also auch deren Grenzwerte. Umgekehrt: Ist 1 < to, so gilt unter der Vor-
aussetzung (2):

flt2) = ft1) = f(r) (t2—t1) 2 0 . N
(2 Betrachte die Funktion
f@t) = 5¢3 —3¢t°
mit der Ableitung
f(t) = 15¢* — 15¢* = 156%(1 — ) .
Wie man sofort sieht, ist

= (te{-1,0,1}),
f') >0 0<t| <1),
<0 (It > 1) .

Hiernach ist f im Intervall [—1,1] streng monoton wachsend und in den
beiden Intervallen R<_; und R>; streng monoton fallend (Fig. 3.3.4). ()
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y,,
y=ft)
1,,
| |
4 !
—1—+
Fig. 3.3.4

Das Vorzeichen der ersten Ableitung f’ gibt also Auskunft iiber die Mono-
tonieeigenschaften von f langs dom (f). Wenn wir schon dabei sind, betrach-
ten wir auch noch das Vorzeichen der zweiten Ableitung f”.

Gilt in einem Teilintervall I C dom (f) durchwegs
() > 0,

so besagt (3.10), angewandt auf f’ anstelle von f: Die Funktion f’ ist auf
I streng monoton wachsend. Durchléuft also der Punkt (¢, f(¢)) den betref-
fenden Teil des Graphen G(f) von links nach rechts, so nimmt die Steigung
der Tangente monoton zu (Fig. 3.3.5). Dann ist aber auch

argv(-) = arg(1, f'(-)) = arctan f'(:)

monoton wachsend, das heifit, die Tangente dreht sich in positivem Sinn.
Man sagt, die Funktion sei in diesem Intervall (nach unten) konvex. Wie
wir spater zeigen werden, liegt der Graph einer konvexen Funktion immer
oberhalb seiner Tangenten; diese werden im vorliegenden Zusammenhang
auch Stiitzgeraden der betreffenden Funktion genannt.

Gilt jedoch in einem Intervall I durchwegs
() <o,

so dreht sich die Tangente rechtsherum, wenn man G(f) von links nach rechts
durchlauft (Fig. 3.3.6). Die Funktion f wird dann konkav (oder meinetwegen
“nach oben konvex”) genannt, und der Graph von f héngt unterhalb aller
seiner Tangenten, die ihn gewissermaflen von oben “stiitzen”.
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t
Fig. 3.3.6
(3) Wir betrachten die Funktionen
bo(t) == (1 +1¢) (t>-1)
(Binomialreihe!) fiir verschiedene Werte des reellen Parameters a. — Man

erhéalt nacheinander
bp(t) = a(l+6)7", () = ala =11 +6)*72.

Wegen b/,(0) = « besitzt die Tangente, die G(by) im Punkt Py := (0,1)
beriihrt, die Gleichung
y=1+at.

Was nun das Vorzeichen von b// betrifft, so ist

. . a1 (a > 1 oder a < 0),
sgnb, =sgna - sgn (« 1)—{_1 0<a<l).
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(a>1)

(0<a<l)

(<0)

Fig. 3.3.7

Die Funktion b, ist somit konvex, falls @ > 1 oder o < 0, und konkav, falls
0 < a < 1;in den Fallen a = 0 und o = 1 schlieBlich ist G(b,) eine Gerade,
siehe die Fig. 3.3.7.

Da die Tangente im Punkt Py in jedem Fall eine Stiitzgerade des Graphen
ist, ergibt sich als Nebenprodukt die sogenannte Bernoullische Ungleichung:

— Ist a <0 oder a > 1, so gilt
1+t > 14at (t>-1);
— st jedoch 0 < a < 1, so gilt

1+ < 1+at (t>-1).

Wechselt f” an der Stelle ¢y das Vorzeichen:

o) =0, (sgnf")(to—) = —(sgn f")(to+)

so geht f beim Durchlaufen des Punktes Py := (tg, f (to)) vom konkaven zum
konvexen Charakter iiber, oder umgekehrt; der Graph besitzt an der Stelle
Py einen Wendepunkt (Fig. 3.3.8).
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Fig. 3.3.8

(4 Die kubischen Parabeln, das sind die Graphen der Polynome
p(t) = at®> + bt* +ct +d, a#0,
besitzen alle einen Wendepunkt, denn

p"(t) = 6at + 2b

besitzt genau eine Nullstelle 4 := —3% und wechselt dort das Vorzeichen. In
der Figur 3.3.9 sind zwei Varianten dargestellt. O
Y

y=at3+bt2+ct+d

Fig. 3.3.9

In der nachstehenden Figur 3.3.10 werden die qualitativen Beziehungen zwi-
schen den Graphen von f, f" und f” nocheinmal zusammengefaf3t.
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A

f! 0
p 0 m
\/ <OI
Fig. 3.3.10
Aufgaben

1. Zeige: Die Gleichung 2% = 2% hat genau drei reelle Lésungen. (Hinweis:
Betrachte die Funktion f(z) := 2% — 2. Mindestens drei Losungen mit
Zwischenwertsatz, hochstens drei Losungen mit Hilfe des Satzes von Rolle,

angewandt auf f / f'/ f".)
2. (M) Berechne die folgenden Grenzwerte:

t—sint . sint + sin(3t)
t—sint b) lim St TR
(a) 0% —sinht’ (b) t—1>1731/2 cos(2t) 7
a1 . log(cost)
(© lm%— (ab>0), (@) osht—1

B
(e) lim m (aB(a—B) #0),

(f)  lim(1 + 2sint)®*? (Hinweis: Logarithmieren).

t—0



3.4 Taylor-Approximation

Zur Einfiihrung

In der fundamentalen Beziehung 3.1.(4) ist enthalten, dafl die Ableitung
zur approximativen Berechnung von Funktionswerten herangezogen werden
kann. Indem man nédmlich den o-Term in 3.1.(4) vernachlafigt, erhélt man die
Moglichkeit, eine beliebige Funktion in der unmittelbaren Umgebung einer
festen Stelle tg zu linearisieren und so mit bescheidenem Rechenaufwand ap-
proximativ zu berechnen:

f(t) = f(to) + f'(to)(t — to) (t=to) - (1)

Fine Fehlerabschatzung ist damit allerdings nicht verbunden. Im Graphen-
bild lauft (1) darauf hinaus, daff G(f) in der Umgebung von Py := (to, f(t0))
durch die Tangente in Py ersetzt wird (Fig. 3.4.1).

Fig. 3.4.1

(D) Gesucht ist ein Niherungswert fiir die Zahl v/1023. Hierzu betrachten

wir die Funktion
f(t) = 9

in der Umgebung der Stelle ¢y := 1024 und schreiben
£(1023) = £(1024) + f'(1024) (1023 — 1024) .
Nun ist f(1024) = (2!9)}/5 = 4, ferner hat man

13 ¢1/5
"H)= ¢35 1=
und somit f/(1024) = =35z = 0.00078125. Damit erhalten wir

V1023 = 4 + 0.00078125 - (—1) = 3.99921875 .
Der Tabellenwert ist 3.999218445 . O
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(2 Ist |t| sehr klein gegeniiber 1, in Zeichen: |t| < 1, so gilt

1
— =1-1. 2
1+t @)

Die Funktion f(t) :=1/(1 + t) hat ndmlich an der Stelle ¢y := 0 den Wert 1
und die Ableitung f/(t) = —1/(1 +t)? den Wert —1.

Auf der Beziehung (2) beruht die Lebensweisheit, dal die Aussagen “A ist
2% teurer als B” und “B ist 2% billiger als A” kompatibel sind. Die analo-

gen Aussagen mit 25% anstelle von 2% sind aber nicht mehr miteinander
vertraglich. O

Um bessere Approximationen und auch Fehlerabschéitzungen zu erhalten,
miissen wir die hoheren Ableitungen ins Spiel bringen, die fiir eine Funktion
f: R ~ X rekursiv wie folgt definiert sind:

fO =g Y= (1) k20
k
Anstelle von f®) schreibt man auch % £(t), D* f und #hnlich.

@ Es sei A € C fest. Dann ist

%em — Ak

Mit vollstandiger Induktion beweist man die Leibnizsche Formel fiir die n-te
Ableitung eines Produkts:

T <Z>f(n_k)‘g(k)'

k=0

Ferner:
¢ 1 k!

k _ - _ F\k+1
b 1—t — (1—1) O

Zuriick zu unseren Approximationen. Um eine Indexstufe einzusparen, be-
zeichnen wir im folgenden den festgehaltenen “Arbeitspunkt” auf der t-Achse
mit a statt mit ¢y und nehmen zunéchst a := 0 an (die anvisierte Theorie ist
natiirlich translationsinvariant). Die Funktion f: R — X sei in der Umgebung
der Stelle 0 so oft wie ndtig differenzierbar. Dann ist die “nullte Taylor-
Approximation von f an der Stelle 0” gegeben durch

f@) = £0) (=0 (30)



208 3 Differentialrechnung

und die “erste Taylor-Approximation” durch

f@) = fO)+f(0)t  (t=0). (31)

Hier wird f in der Umgebung von a := 0 zunéchst durch ein Polynom vom
Grad < 0 approximiert, dessen Wert an der Stelle 0 mit f(0) iibereinstimmt,
dann durch ein Polynom vom Grad < 1, dessen Wert und erster Ableitungs-
wert an der Stelle 0 bzw. mit f(0) und f/(0) iibereinstimmen. Es liegt nahe,
diesen Gedanken weiterzufithren und im néchsten Schritt die Funktion f in
der Umgebung von 0 “quadratisch” zu approximieren — gemeint ist: durch
ein Polynom vom Grad < 2, das auch noch die zweite Ableitung f”(0) richtig
wiedergibt.

Konstruktion des Taylor-Polynoms

Es soll also eine Folge von Polynomen

N i B
(‘47f ist ein Bezeichner!) mit folgenden Eigenschaften konstruiert werden:

(a) Jedes j"f besitzt einen Grad < r.
(b) Fir 0 <k <r gilt
GNP ©) = 1P0) .

Die Forderung (b) scheint verniinftig, denn nach (a) sind r + 1 Koeffizienten
zu bestimmen. Wir setzen noch j71f(¢) := 0 und haben nach (3¢) und (3;):

3°f(@) = f0). ()= f0)+ f(0).

Fiir den allgemeinen Rekursionsschritt nehmen wir an, ;7! f sei bestimmt
und besitze die verlangten Eigenschaften. Setzen wir zur Abkiirzung

i'f =i =p,

so muf das (vorderhand unbekannte) Polynom p den folgenden Bedingungen
geniigen (und das ist dann auch hinreichend):

—  Der Grad von p ist < r.

— p0)=p(0)= ... =p""D(0) = 0.
(Fiir 0 < k <7 — 1 miissen ja die k-ten Ableitungen von j"~1f und von
j"f bei 0 mit denen von f iibereinstimmen.)

— p7(0) = f(0) .
(Die r-te Ableitung von j"~'f ist = 0, und (j7f)((0) sollte ja gleich
£((0) sein.)
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Es gibt genau ein Polynom p, das diese Bedingungen erfiillt, ndmlich

_ f9)

t’l"
7!

p(t)
(das war nicht schwer zu finden!). Folglich ist

F0(0) ,

r!t’

if =i+
und durch Aufsummieren erhalten wir definitiv

7(0)
2!

M) .,

Jf(t) = f(0)+ f(0)t+ + ... +Tt

_ 300,

k!
k=0

Damit ist die durch (a) und (b) beschriebene Aufgabe gelést: Das Polynom
vom Grad < n mit den richtigen Ableitungswerten an der Stelle a := 0 ist
gefunden. Man nennt j"f den n-Jet (oder auch das n-te Taylorsche Appro-
ximationspolynom) von f an der Stelle 0. Etwas allgemeiner ist

n ) (g
jur = S D

k=0

der n-Jet von f an der Stelle a. — Die formale Reihe

0 £(k) (g
Z f k'( )(t _ a)k
k=0

heifit Taylor-Reihe von f an der Stelle a; es handelt sich um eine Potenzreihe
mit Mittelpunkt a. Die n-Jets j7 f sind die Partialsummen dieser Reihe.

Die Figur 3.4.2 zeigt einige n-Jets der Sinusfunktion an der Stelle a := 0.
Man erkennt deutlich, wie sich der ¢-Bereich, in dem ;™ eine brauchbare
Approximation liefert, mit wachsendem n vergroflert.

Qualitat der Approximation

Wir kommen nun zu dem analytischen Problem, herauszufinden, wie gut j;' f
die Ausgangsfunktion f in der Umgebung von a approximiert. Wir schreiben

f(t) = ja ft) + Rn(t) (4)
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(]
it 7
y=sint
0 T t
j3 j15
Fig. 3.4.2

und hoffen natiirlich, dafl das n-te Restglied R, (t), auch Abbrechfehler
genannt, flir ¢ = a und groferes n sehrsehr klein wird. Es gibt verschiedene
Darstellungen des Restglieds. Man beno6tigt sie fiir Konvergenzuntersuchun-
gen und fiir die numerische Abschitzung des Abbrechfehlers, nicht aber, um
den Funktionswert auf einem unerhoérten Umweg doch noch exakt zu berech-
nen. Wir beweisen dariiber:

(3.11) Fiir ein geeignetes T zwischen a und t hat das Restglied in (4) den
Wert
f(n+1)(7_)

Rﬂ(t) - (n+1)' (t_a)n+17

das heifit, es gilt

" ek (g (n+1) (7
k=0

Das Restglied sieht hier fast so aus wie das erste vernachléfligte Glied der
Taylor-Reihe. Wenn wir der Einfachheit halber voraussetzen, dafi f("*+1) an
der Stelle a stetig ist, so folgt aus Satz (3.11) sofort:

(3.12) Ru(t) = o((t—a)™) (t—a).

Das Restglied ist hiernach fiir ¢ — a von kleinerer Gréflenordnung als der
letzte in j f berticksichtigte bzw. auftretende Term (ausgenommen natiirlich
im Fall j7f =0, wo R, (t) = f(t) ist, s.u.).
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Zum Beweis von (3.11) bendtigen wir das folgende Lemma:

(3.13) Esseit > a. Ist g im Intervall [a,t] hinreichend oft differenzierbar
und ist

g@)=g'(a)= ... =¢"(a) = 0, (5)
so gilt fiir ein geeignetes T € |a, t[ :
(n+1)
g (T) n+1
) =—"———(t— .
o) = Ty (=)

[ Fiir n = 0 lautet die Behauptung: Es gibt ein 7 €]a, t[ mit

g(t) =g'(r) (t —a).

Dies trifft wegen g(a) = 0 zu nach Satz (3.6) (Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung). Das Lemma sei daher richtig fiir n, und die Funktion g geniige
neben (5) noch der zusétzlichen Bedingung

9" (a)=0. (6)
Betrachte neben g die weitere Funktion
h(t) = (t—a)"*?

mit der Ableitung
R (t) = (n+2)(t—a)".

Nach Satz (3.7) gibt es ein 71 € a, t[ mit

9@)  _gt)—gla) _g'(m) _ g'(11) 7)
(t—a)"*2  h(t)—h(a) K1) O+2)(r—a)tt’

Nun geniigt ¢" wegen (5) und (6) auf dem Intervall [a,7; | der Induktions-
voraussetzung. Es gibt daher ein 7 € |a, 71| (Fig. 3.4.3) mit

g ()
(n+1)!
Setzen wir dies rechts in (7) ein, so ergibt sich gerade

gt) _ ¢" A (r)
(t—a)"t2  (n+2)!’

g'(m) = (11 —a)

wie fir die Induktion erforderlich. ]

Fig. 3.4.3
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Damit kommen wir zum Beweis von Satz (3.11):

[ Die Funktion R,,(-) ist definiert durch (4). Nach Konstruktion besitzt R,,
an der Stelle a verschwindende Ableitungen bis zur Ordnung n und genitigt
damit den Voraussetzungen iiber g unseres Lemmas. Da j] f ein Polynom
vom Grad < n ist, stimmt RSI"H)(-) mit £+ {iberein, und wir erhalten
durch Anwendung des Lemmas:

(D (1 (nt+1) (1
Rn(t> = %1()') (t — a)n+1 — f(nTl()‘) (t . )n+1 ) J

Beispiele und Anwendungen
(@) Es soll log 1.2 mit Hilfe der Darstellung
logt = ji'log (t) + Ry (t)
auf 1073 genau berechnet werden (Fig. 3.4.4). Der Tabelle

N OB A ¢

0 logt 0
1 1/t 1
2 —1/t? -1
3 2/t3 2
4 -6/t

entnimmt man

P <6 (t=1);
Satz (3.11) mit a := 1, t := 1.2 liefert daher die Abschétzung

[fO ()]

Ra(1.2)] =

(0.2)* < %(0.2)4 =4-107%,
so dafl wir R3 vernachlafligen diirfen. Wir erhalten

log 1.2 = j3log(1.2)

-1 2
=0+1-02+ — (0.2)% + 5(0-2)3 = 0.18267

mit einem Fehler < 4 -10~%. Der Tabellenwert ist log 1.2 = 0.182321557.

O
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y y=logt

| |
1 \ 1.2
T

Fig. 3.4.4

(®) Wir zeigen, daf der Graph einer konvexen Funktion f: I — R oberhalb
seiner Tangenten liegt.

[ Es gelte
Vtel: 't >0,

und es sei a € I ein fest gewahlter Punkt. Die Tangente in dem zu a gehorigen
Graphenpunkt Py (Fig. 3.4.5) hat die Gleichung

y=fla)+ f'(a)(t —a) = ja f(1) -
Esseit € I, t# a, beliebig. Nach (3.11) gibt es ein 7 zwischen ¢ und @ mit

s =it + D a2

Hier ist der zweite Summand rechter Hand > 0.

_
O

Fig. 3.4.5

Satz (3.12) setzt uns instand, das Verhalten einer Funktion in der Umgebung
eines kritischen Punktes naher zu untersuchen. Wir zeigen:
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(3.14) Es sei tg ein kritischer Punkt der Funktion f: R ~ R, und zwar
gelte fiir ein n > 2:

f'(to) = f"(to) = .. = f" " V(to) =0,
F™M (o) = A#0.

Ist n gerade, so besitzt f an der Stelle ty ein lokales Minimum, falls A > 0,
und ein lokales Maximum, falls A < 0. Ist n ungerade, so besitzt f an der
Stelle tg kein lokales Extremum, hingegen einen Wendepunkt.

[ Der Einfachheit halber sei tg = 0. Der Punkt ¢ ist definitionsgem&f ein
innerer Punkt von dom (f) (Fig. 3.2.6), somit kann die Grofle t — top = ¢ im
folgenden beiderlei Vorzeichen annehmen. Nach Satz (3.12) ist

f) =345 f(t) + o(t")
= f(0) + %t" + o(t") (t—0),

denn alle iibrigen Glieder des n-Jets entfallen. Wir schreiben das in der Form

A
F =10 =1 (G 4om) 0.
Wegen A # 0 gilt daher fiir alle hinreichend nahe bei 0 gelegenen ¢:

sgn (f(t) — f(0)) =sgn (t") -sgn A .

Hieraus folgen alle Behauptungen beziiglich eines allfdlligen lokalen Extre-
mums. — Es sei weiter n > 3 ungerade. Wenden wir Satz (3.12) auf f” an,
so ergibt sich in dhnlicher Weise

f//(t) — jg—zf// (t) + O(tn—2)
— ¢n—2 ((nf2)‘ +0(1)> (t—>0)

und somit
sgn f’(t) = sgnt-sgn A

fiir alle t in der Nahe von 0. Folglich wechselt f” an der Stelle 0 das Vorzei-
chen, wie behauptet. ]

(6) Es sollen die kritischen Stellen der Funktion

ft) = (t—3)°(t+2)?
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untersucht werden. — Wir unterlassen tunlichst, das Produkt rechter Hand
auszumultiplizieren, und berechnen nacheinander

/()= (t—=3)%(t+2)(3(t+2) +2(t — 3))

—3)%(t+2)t
=3)(2(t+2)t + (t — 3)t + (t — 3)(t +2))
t—3)(4t* —6) = 20(t — 3)(t — \/3/2)(t +/3/2) ,

3
" _ 2 Y _
() = 20 ((t 2) + (t 3)2t> .
Es gibt daher die drei kritischen Stellen —2, 0, 3. Wir legen die folgende

Tabelle an, in die wir auch noch die zwei weiteren Nullstellen ++/3/2 von f”
aufnehmen:

te [ Q)| f/(te) | f7 () | £ (tk) Typ
-2 0 0 —250 lokales Maximum
0 —-108| O 90 lokales Minimum
3 0 0 0 150 Wendepunkt
+./3/2 #0 0 #0 Wendepunkte
Diese Tabelle findet ihre graphische Bestatigung in der Figur 3.4.6. O

Fig. 3.4.6
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Das Newtonsche Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Wir machen nun einen Exkurs in ganz andere Gefilde und behandeln das
Verfahren von Newton zur approximativen Losung von Gleichungen der Form

f eine gegebene Funktion. Die unabhédngige Variable bezeichnen wir hier
mit z, um den Eindruck einer “Unbekannten” zu vermitteln. Auflerdem
laBt sich das Verfahren auf mehrdimensionale Situationen, das heifit: auf n
Gleichungen in n Unbekannten, iibertragen.

Y

] € 1'2 /IE1 ZCO

Fig. 3.4.7

Die Idee ist genial einfach (Fig. 3.4.7). Es sei x ein irgendwie gefundener
Néaherungswert fiir eine (unbekannte) Losung & der obigen Gleichung. Wir
ersetzen dann G(f) durch die Tangente 7y im Punkt (o, f(z0)) und schnei-
den diese Tangente statt G(f) mit der z-Achse. Es ist zu erwarten, dafl der
Schnittpunkt 1 naher bei € liegt als xg. Das Verfahren 1483t sich beliebig oft
wiederholen und liefert eine Folge x., die unter giinstigen Umstanden gegen
¢ konvergiert. (Es kann aber auch schiefgehen, wie Fig. 3.4.8 zeigt.)

Die geometrische Konstruktion 148t sich analytisch wie folgt nachvollziehen:
Die Graphentangente 7 besitzt die Gleichung

y = f(wo) + f'(20) (x — x0)

und schneidet daher die z-Achse an der Stelle
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dom( )

§ Ty

Fig. 3.4.8

Dieselbe Formel gilt auch fiir den allgemeinen Schritt z,, + —x,+1 . Infolge-
dessen wird das Newtonsche Verfahren durch folgende Rekursionsvorschrift
beschrieben:

Zo : hinreichend nahe bei ¢

Tn4+1 = Tpn — f/(l' )
n

Wir wollen nun das Konvergenzverhalten der Folge x. untersuchen, wobei wir
geeignete Annahmen treffen, die sicherstellen, dafl zy unter den gegebenen
Umsténden “hinreichend nahe bei £” liegt. (In der Praxis werden diese Be-
dingungen natiirlich nicht immer verfiziert. Man beginnt einfach mit einem
plausiblen Naherungswert zg zu rechnen und sieht dann sehr bald, ob es
klappt.)

S~V

Fig. 3.4.9
Es sei ein Intervall I := [a,b] so bestimmt, daf gilt:
(a') fla)- f(b) <0,



218 3 Differentialrechnung

Der Graph von f [ I hat dann eine der vier in Fig. 3.4.9 dargestellten For-
men. Insbesondere ist f streng monoton auf I und besitzt somit genau eine
Nullstelle £ € I. Wir nehmen etwa an, es sei f' > 0 und f” > 0 auf I
und setzen g := b. (Je nachdem, ob f" und f” gleiches oder verschiedenes
Vorzeichen haben, ist z¢ := b oder xy := a zu wahlen.) Dann treffen die
folgenden Bedingungen fiir n = 0 zu:

(a) £ < n,
(b) Ve €€, xn] : flz)>0, f'(x)>0, f"(z)>0.
Damit ergibt sich fiir x; jedenfalls

xr1 =T — ff/((j:(;)) <o .

Wir entwickeln nun die Funktion f an der Stelle zg nach Taylor: Nach Satz
(3.11) gibt es einen Punkt z* zwischen z und ¢ (Fig. 3.4.10) mit

0= 1(&) = flw) + £ (zo) € o) + LD g )2
Nach Division mit f’(xg) folgt hieraus
_ f(=o) f" (@)
- f/(mo) —zo+&+ 2f’<$0) (xO - 5)2 )
und das heif}t ()
Ty — &= 2f"(x0) (zo — 5)2 . (8)

Hier ist die rechte Seite > 0 wegen (b). Es gilt daher
§ <z <o,

und folglich treffen die Bedingungen (a) und (b) auch fir n = 1 zu.
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Mit vollstdndiger Induktion ergibt sich: Die Folge x. ist monoton fallend
und nach unten beschriankt durch £. Sie besitzt daher einen Grenzwert &' €
[€,xo]. Wir fithren nun in der Rekursionsformel

Tntl = Tn — f/(SC )
n

(n>0)

den Grenziibergang n — oo durch und erhalten

A
e

Es folgt f(¢’) = 0, das heifit: ¢’ = £, wie erwartet.

E/:é-/

Das Newtonsche Verfahren liefert also in der Tat die gesuchte Nullstelle £.
Man kann aber noch mehr sagen: Ist n hinreichend grof, so ist z, schon
recht nahe bei £ und ebenso der in (8) auftretende Punkt z* €€, z,,[. Wir
diirfen daher schreiben

Tpy1 — & = Oz, — &) (n hinreichend grof)

mit .
¢ 11O
2'(€)

Dies ist folgendermaflen zu interpretieren: Das Newtonsche Verfahren kon-
vergiert quadratisch, da sich die Abweichung x,, — £ mit jedem Schritt im
wesentlichen quadriert. Anders ausgedriickt: Ist C' von der Gréflenordnung
1, so wird (nach einer gewissen Anfangsphase) die Anzahl der richtigen De-
zimalstellen in der Naherung x, = £ mit jedem Schritt verdoppelt.

(M Wir haben in Beispiel 1.3.(6) mit Hilfe der Rekursionsformel

1 c
Tp+1 = 5 (mn + [E_)
n

eine Folge x. konstruiert, die sehr rasch gegen +/c konvergiert. Das Geheimnis
kann nun geliiftet werden: Man kommt auf diese Formel, indem man auf die
Gleichung

flz) = 2> -c=0

das Newtonsche Verfahren anwendet. Es ist namlich

flz) ?—c 1 c
z_f’(x) —TT T _§($+%)
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Von einem kreisformigen Kuchen (Fig. 3.4.11) soll durch einen geradli-
nigen Schnitt ein Drittel abgeteilt werden. In welchem Abstand vom Mit-
telpunkt ist der Schnitt zu fithren?

Verwenden wir als Hilfsvariable den halben Zentriwinkel ¢, so ist der Flachen-
inhalt A des abgeteilten Stiickes gegeben durch

A:%2¢—%sin(2¢)),

so dafl wir die Gleichung
1 . s
f(9) == ¢—5sin(2¢) — 5 =0
2 3
auflosen miissen. Es ist f(0) < 0 und f(%) > 0. Wir leiten ab und erhalten

f'(¢) =1—cos(29), f"(¢) = 2sin(2¢) .
Die Rekursionsformel lautet daher

On — %sin(Qd)n) -3
1 — cos(2¢y,)

(bn—&-l - ¢n -

Da f’ und f” im Intervall |0, 3 | gleiches Vorzeichen besitzen, wihlen wir mit
Vorteil ¢ := 7/2 und erhalten

s
$1 =5 -

=13

5—-0—-% 5w
(=1)

Die weiteren Werte sind:
¢o =1.57079

¢1 =1.30899

P9 =1.3026736661

@3 =1.3026628373 . ..
P4 =1.3026628373 . ..

Der gesuchte Abstand = betrdgt daher

x = cos ¢ = 0.2649 .
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Fig. 3.4.11

Die Taylor-Reihe als Potenzreihe

Wir kehren zuriick zur Taylor-Entwicklung.

Ist eine Funktion in der Umgebung von a beliebig oft differenzierbar, so kann
man die unendliche Taylor-Reihe

1) (g
S W 0 s

!
= K

bilden, und es stellt sich natiirlich die Frage, ob diese Reihe die Funktion f
darstellt, das heifit: ob in einem geeigneten Intervall I :=Ja — p,a + p[ die
Identitat

k!
=0

< £(k) (g
f =S W g g e (9)
k

zutrifft.

© Ist f zufilligerweise ein Polynom vom Grad < n, also
f(t) == ant™ + an_1t"" '+ ... +art+ao, (10)

so ist von vorneherein

jof =dof=1,
denn erstens verschwinden alle Ableitungen von f der Ordnung > n, und
zweitens gibt es nur ein Polynom vom Grad < n, dessen Ableitungen bis zur
Ordnung n bei 0 gegebene Werte annehmen. Es folgt: Eine Polynomfunktion
(10) ist schon ihre eigene Taylorreihe an der Stelle 0. Man kann aber noch
mehr sagen: Fir beliebiges a € R ist j°f (= j'f) nichts anderes als “das

nach Potenzen von (t — a) entwickelte Polynom f” und stimmt wertméaBig
fiir alle ¢ mit f(t) iiberein. O
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Um die obige Frage zu entscheiden, miifite man untersuchen, ob das Restglied

_ ()

Bult) = S yp - o™

auf einem t-Intervall I :=]a — p,a + p] mit n — oo gegen 0 strebt. Im
allgemeinen ist das der Fall, das heif3t, es 148t sich ein Intervall I finden, auf
dem (9) gilt.

@ Die Funktion

besitzt die Ableitungen

f(k:) (t) = m

(siche Beispiel (3)). Somit ist

S 190

JEF ) .

k=0

ot =1+t

k=0

und hier stellt die rechte Seite in der Tat auf dem Intervall |—1,1] die Funk-
tion f dar. O
Es gibt aber auch Gegenbeispiele:

@ Fiir jedes feste n > 0 gilt

] 6_1/t2 ) e~V ) yn/Q
lim = lim —— = lim =0;
t—0 t" y—00 y*“/z y—oo eY

das heif3t, es ist
eV = o(t")  (t—0)

fiir jedes n. Hieraus folgt (ohne Beweis): Samtliche Ableitungen der Funktion

_ eV (t #0),
f@>-{0 o

(Fig. 3.4.12) an der Stelle 0 sind 0. Dann ist aber auch

jocf =0 (#f)-
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Fig. 3.4.12

Folgendes ist jedoch immer richtig:

(3.15) Ist f: I — X durch eine Potenzreihe definiert:
o0
f) = et -at e,
k=0

so ist diese Reihe auch schon die Taylor-Reihe von f an der Stelle a, das
heif’t, es gilt

f*)(a)
TR

Ck (k‘GN)

[ Cemiss (2.15)(b) diirfen wir die gegebene Potenzreihe gliedweise dif-
ferenzieren, wobei dann der “vorderste” Term wegfallt:

F)=) akt—alr.
k=1
Nach r > 1 derartigen Schritten ergibt sich
FO =) ke —1)--(k—r+1)(t—a)*".
k=r

Wenn wir das an der Stelle ¢ := a evaluieren, so liefert rechter Hand nur der
konstante Term, also derjenige mit k = r, einen Beitrag, und wir erhalten

f(r)(a) =c. 7. N
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Aufgaben

1.

M) Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion

an der Stelle 0. Interpretiere das Ergebnis. (Hinweis: f 148t sich als
Summe von zwei “einfacheren” Funktionen schreiben.)

.Bestimme das Taylor-Polynom jgtan(t) sowie eine im Intervall —% <

t < % giiltige Fehlerabschétzung. (Hinweis: Verwende wiederholt tan’

1+ tan?.)

. Aus dem Additionstheorem fiir den Tangens folgt relativ leicht die Formel

il tan - & arct
— = arctan — arctan — .
1 2 3

Man beniitze diese Formel und die Taylor-Entwicklung des Arcustangens,
um 7/4 mit einem Fehler von héchstens 10~# zu berechnen.

. Jemand mochte sinh 1 auf hundert Dezimalstellen genau berechnen. Wie-

viele Glieder der Taylor-Entwicklung j§°sinh muf sie berticksichtigen?

. (M) Die Gleichung 22 — 3z + 27 = 0 besitzt eine Losung in der Nihe von

zo = 1 + 5i. Man fiihre zwei Newton-Schritte durch zur Bestimmung
eines besseren Naherungswerts zo.

.(M) Es sei

f(t);:t;ft/g.

Berechne das Taylor-Polynom j{ f(¢) und zeichne in einer einzigen Figur
(den Ausschnitt passend withlen) die Graphen von f, jdf, j3f, ..., i5f-

.(M) Entwickle die Funktion f(¢) := t> an der Stelle a := 2 nach Taylor.

Um genau zu sein: Verlangt ist das Polynom j3 f(t).

. Bestimme die Taylor-Entwicklung der Funktion f(¢) := costcosht an der

Stelle a := 0.

(a) Berechne die ersten sechs nichtverschwindenden Terme mit Hilfe von

(b) Erwiinscht wére eine Formel fiir den n-ten Koeffizienten. (Hinweis:
Stelle f als Summe von Exponentialfunktionen dar.)

. Ein divisionsfreier Algorithmus zur Berechnung von Kehrwerten: Fasse

den Kehrwert einer Zahl ¢ € ]0,2[ als Losung der Gleichung

——c=0

T
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10.

11.

12.

13.

auf und wende das Newtonsche Verfahren an. Es resultiert eine einfache
Rekursionsformel, die mit x := 1 beginnend eine schnell gegen 1/¢ kon-
vergente Folge x. produziert. Fiir eine Fehlerabschatzung betrachte man
die weitere Folge y,, := cz,, — 1.

Behandle die Aufgabe 2.2.8 nocheinmal mit Hilfe des Newtonschen Ver-
fahrens. Vergleiche die Konvergenzraten.

Ausgehend vom Naherungswert zg := 1 bestimme man mit Hilfe des New-
tonschen Verfahrens die Nullstelle der Funktion f(x) := 2. Man berechne
explizit den n-ten Naherungswert z,,. Wie gut ist die Konvergenz, und
warum ist sie nicht besser?

Die Funktion f ist fiir z # 0 definiert durch

sinhx — sinx

f@) =

coshx — cosz

und an der Stelle z = 0 sinngemé&f, d.h. durch f(0) := lim, ¢ f(z).
Berechne f(0) und f/(0). (Hinweis: Anfangsstiicke der Taylor-Reihen
von Zahler bzw. Nenner betrachten!)

Es sei
f(t) :==sint + bsin(2t) + csin(3t) ,

wobei die Parameter b und c¢ so festzulegen sind, dafl die Ableitungen
&y,  k=0,1,2,...,

bis zu moglichst hoher Ordnung verschwinden.
(a) Bestimme b und c.
(b) Es gilt dann
f) =t"(A+o(1)) (t—0).

Bestimme r und A (# 0).



3.5 Differentialgleichungen I

Modellbildung, einfiihrende Beispiele

Man erhalt ein mathematisches Modell von einem realen, in der Natur oder
der Technik angesiedelten “System”, indem man einige als wesentlich und
in ihrer Gesamtheit als ausreichend erachtete ZustandsgroBen (zum Beispiel:
Druck, Lage und Geschwindigkeit einzelner Komponenten, Stromstarken an
bestimmten Stellen eines Netzwerks usw.) herausgreift und sich tiberlegt, wie
diese Groflen in ihrer zeitlichen Entwicklung aneinander gekoppelt sind.

Das Ergebnis dieser Uberlegungen sind die sogenannten konstituierenden
Gleichungen des betreffenden Systems. Bei Systemen von endlich vielen
Freiheitsgraden sind das in aller Regel Differentialgleichungen oder Systeme
von Differentialgleichungen. Die Herleitung dieser Gleichungen gehort zur
Theorie des betreffenden realen Systems, die Mathematik stellt nur die Be-
griffe, wie “Ableitung”, “Vektorraum”, “periodisch” usw., zur Verfiigung.
Es gibt iiber das Aufstellen eines mathematischen Modells keine “Metatheo-
rie” mit eigenen Lehrséitzen, die in entsprechenden Vorlesungen doziert wer-
den konnte. Es ist vielmehr so, dafl man nur an Hunderten von Beispielen
beobachten und nachvollziehen kann, wie das etwa vor sich geht.

(D Eine radioaktive Substanz X wird durch Zerfall ihrer Atome abgebaut
zur Substanz Y, diese zur Substanz Z. Uber den Zerfallsmechanismus macht
man sich folgende Vorstellungen: Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein einzelnes
zur Zeit t noch lebendes X-Atom in dem sehr kurzen Zeitintervall [¢, ¢+ At ]
zerféllt, ist proportional zu At. Es gibt also eine Materialkonstante A > 0
mit

P|Zerfall in [t, ¢+ At]] = XAt .

Im weiteren zerfallen die Atome unabhéngig voneinander und unabhéngig
von ihrer Vorgeschichte. Bezeichnet also N(t) die Anzahl der zur Zeit ¢t noch
lebenden X-Atome, so kann man erwarten, dafl im Zeitintervall [¢,t + At]
insgesamt

N(t) - P Zerfall in [¢,¢ + At] ]

Stiick davon zerfallen. Folglich gilt

N(t+At) — N(t) = —N(t) \AL . (1)
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Ein X-Atom hat die sehr kleine Masse mx. Wir durfen daher die zur Zeit ¢
vorhandene makroskopische Substanzmenge

(= Totalmasse an Substanz X) als kontinuierliche Variable auffassen. Aus
(1) folgt sofort

z(t+ At) —x(t) = —x(t) NAt
und somit nach Division mit At:

(x(t) i) x(t—l—AAti—:B(t) = xat),

wobei dieser Naherung eine sehr kurze Zeitspanne At > 0 zugrundeliegt. Nun
kommt ein weiterer Gedankensprung: Wir “gehen zum Limes iiber” und er-
kldren: Fir die reellwertige Funktion z(-), die die Totalmasse an Substanz
X modelliert, gilt exakt

B(t) = —Aa(t), 2)

und zwar zu jedem Zeitpunkt ¢. In anderen Worten: Die unbekannte Funk-
tion z(-) und ihre Ableitung #(-) sind miteinander verkniipft durch die Glei-
chung

T = —Ax.

Wir haben hier zum ersten Mal eine sogenannte Differentialgleichung vor
uns. Die Unbekannte in dieser Gleichung ist nicht eine Zahl oder ein Vektor,
sondern eine Funktion: Gesucht sind diejenigen Funktionen t 1 —xz(t), die
identisch in t die Gleichung (2) befriedigen.

Betrachten wir alle drei Substanzen gleichzeitig, so werden wir offenbar auf
das Gleichungssystem

r = —=\z
o= Ar -y (3)
z = 1y

gefiihrt; dabei bezeichnet p die Zerfallskonstante der Substanz Y. Ist pu < A,
was wir im weiteren annehmen wollen, so zerfillt Y langsamer als X. Die
Gleichungen (3) bilden die konstituierenden Gleichungen des betrachteten
Substanzgemisches; sie gelten fiir alle Abldufe, bei denen diese drei Sub-
stanzen gleichzeitig im Spiel sind.
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Fin real durchgefiihrtes Experiment beginnt zur Zeit ¢ := 0 mit drei vorge-
gebenen Anfangsmengen

z(0) :==zo, y(0) :=yo , 2(0) :== 2o . (4)

Die physikalische Anschauung sagt uns, daf3 der weitere Ablauf durch diese
Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt ist. Demnach ist zu erwarten, dafl
das System (3) a priori unendlich viele Losungen besitzt und daf erst die
Angaben (4) einen ganz bestimmten Ablauf

t —>(x(t)7 y(t)7 Z(t>)

aus dieser Losungsgesamtheit L festlegen. In anderen Worten: Das An-
fangswertproblem (3)A(4) besitzt genau eine Losung.

Wir wollen nun diese Losung (auf unkomplizierte Weise) bestimmen. Als
erstes erfiillt jedenfalls

z(t) == zge M
die auf z(-) allein beziiglichen Bedingungen. Fiir y(-) machen wir den nahe-

liegenden Ansatz
y(t) = Ae ™™ 4 Be H

wobei die Koeffizienten A und B noch bestimmt werden miissen. Es folgt
y(t) = —Axe ™™ — Bue™Ht .
Aufgrund der zweiten Gleichung (3) ist nun dafiir zu sorgen, daf identisch in
t gilt:
—Axe ™ — Bpue M = X (zge™ ™M) — p(Ae™ + Be M)
bzw.
((p—ANA=Azg)e ™™ =0. (5)
Falls es keine Losung y(t) der vorgeschlagenen Form gibt, so muf} sich das
jetzt herausstellen: Es ist dann unmoglich, die Gleichung (5) identisch in ¢
zu befriedigen. Es geht aber: Mit

A= )\1’0

_)\—,u

ist (5) erfiillt. Aufgrund der Anfangsbedingung fiir y(-) mufl weiter A4+B = y
sein, so daf} wir
)\1,‘0

B =
y0+>\—ﬂ

erhalten. Damit ist y(-) bestimmt zu

Ao (e*lﬂf _ ef)\t) )

y(t) = yoe M +
A—p
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Fiir z(-) konnten wir ebenfalls einen geeigneten Ansatz mit unbestimmten
Koeffizienten hinschreiben. Stattdessen bemerken wir, daf nach (3) gilt:

(x+y+z) =d+y+2=0.
Hieraus folgt mit Satz (3.8):
z(t) + y(t) + 2(t) = xo + yo + 20 (t € R)
(“Erhaltung der Substanz”), und es ergibt sich
2(t) = o + yo + 20 — (2(t) +y(1))

A
=2zp+ y()(]. — €_ut) + xg (1 — me_ut + ﬁe_At) .

Damit ist das Anfangswertproblem (3)A(4) vollstédndig gelost. Wie erwartet,
gilt

1tlim z(t) = ltlim y(t) =0, tlim z(t) = xo + Yo + 20 -
Figur 3.5.1 zeigt einen typischen Ablauf dieses Experiments. O

Fig. 3.5.1

(2) Wir betrachten das in Fig. 3.5.2 skizzierte mechanische System. Die
Feder iibt (in beiden Richtungen) eine zum Ausschlag y proportionale Riick-
stellkraft aus, und die Dampfung erzeugt eine zur Momentangeschwindigkeit
¢ proportionale Reibungskraft; iiberdies ist eine (zum Beispiel durch Ein-
und Ausschalten eines Magneten bewirkte) dufiere Anregung (“Storkraft”)
K (t) vorgesehen, die als bekannt vorausgesetzt wird und auch = 0 sein kann.
Es handelt sich hier um ein System mit einem einzigen Freiheitsgrad: Die
Aktion des Systems wird vollstdndig beschrieben durch das Verhalten der
einen Lagevariablen y.
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In jedem Moment wirken auf den Massenpunkt drei Kréafte, die zusammen
eine Beschleunigung §j erzielen. Diese Vorstellung fiihrt nach Newton auf die
Bewegungsgleichung

mj = —fy — by + K(t)

bzw.

mij + by + fy = K(t) (6)

mit positiven Systemkonstanten m, b, f. Dies ist schon die konstituierende
Gleichung des vorliegenden Systems: Fiir jeden moglichen Ablauf ¢ + —y(t)
stehen die drei Funktionen y(-), ¢(-) und §(-) in der Relation (6), und das
heifit: Es gilt identisch in t:

mi(t) + by(t) + fy(t) = K(2) - (6")

Die Gleichung (6) ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten; sie ist homogen, falls K (t) = 0 ist. Eine Losung
dieser Gleichung ist eine Funktion y(-) : R ~ R, die die Identitét (6’) reali-
siert.

s,

Feder (f)

Dampfung (b)

y(t) + _0 Massenpunkt (m)

0+ Gleichgewichtslage

K(t) Anregung

Fig. 3.5.2

Von den unendlich vielen moglichen Ablaufen wird einer bestimmt, sobald
Anfangsbedingungen formuliert sind. Offenbar geniigt es nicht, den Aus-
schlag zur Zeit ¢ = 0 anzugeben, da verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten
zu ganz verschiedenen Ablaufen fithren. Die physikalische Anschauung sagt
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uns, daf} folgender Satz von Anfangsbedingungen notwendig und hinreichend
ist:

y(0) = yo » y(0) = vo ; (7)

dabei sind yo und vy vorgegebene Zahlen.

Losungsansatz

Eine allgemeine Methode zur Behandlung von (6) steht uns (noch) nicht
zur Verfiigung. Zur Vereinfachung beschrinken wir uns im weiteren auf den
homogenen (“ungestorten”) Fall

my+by+ fy = 0. (8)
Die &hnliche, aber noch einfachere Gleichung
y—ay =20, bzw. Y =ay

hat die Losungen y(t) = Ce®, C € R beliebig. Wir versuchen daher fiir (8)
den Losungsansatz

wobei wir uns die Wahl von A noch vorbehalten. Wegen ¢(t) = Ae*t, (t) =
A2eM ist dieser Ansatz dann erfolgreich, wenn wir durch geeignete Wahl des
(komplexen!) Parameters A die “Einsetzung” in (8), also

mA2eM 4 breM + fer =0 baw.  (mAZ4+bA+ fleM =0

identisch in t befriedigen kénnen. KEs zeigt sich, dal A\ der quadratischen
Gleichung
mA + b+ f=0 (9)

geniigen mufl. Man nennt chp (\) := mA? + b\ + f das zu (8) gehorige
charakteristische Polynom, (9) die charakteristische Gleichung und deren
Losungen die Eigenwerte von (8).

Eigenwerte sind die beiden (unter Umstdnden komplexen) Zahlen

N —b+ /b2 —4fm \ —b— /b2 —4fm
1= ) 2 =
2m

- 2m

)

wobei wir fiir das weitere b —4 fm > 0 annehmen wollen (starke Dimpfung),
so daf3 A1 und A, reell ausfallen, und zwar ist

Ao < A1 <0.
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Wir haben damit vorerst die beiden Losungen
Yi(t) = Mt Ya(t) = et2t .

Die Linearitdt und Homogenitdt der Gleichung (8) hat nun zur Folge, daf
mit Y7 () und Y2(-) von selbst auch jede Linearkombination

y(t) = Y1 (t) + CQYQ(t) R c1,c0 €R (10)
eine Losung von (8) ist:
my+ by + fy=m(c1Y1 + c2Y2)" +b(c1Y1 + 2Y2) + f(a1Y1 + c2Ys)

= C1 (mY1 + bYl + le) + Co (mYQ + ng + ng)
=0.

Die zweiparametrige Funktionenschar (10) stellt schon die Gesamtheit £ der
Losungen von (8) dar. Alle Losungen nehmen mit ¢ — oo exponentiell ab
(Fig. 3.5.3). Schreiben wir sie in der Form

y(t) = et (01 + 026(’\2*>‘1)t>
= eM'(c1 4+ 0(1)) (t — o0),

so sehen wir, dafl die “Zeitkonstante” dieser Abnahme durch den grosseren
Eigenwert A bestimmt ist, und weiter, dafl es hochstens einen Nulldurchgang
gibt, namlich dann, wenn die monotone Funktion

t+—cy+ 626()\2—)\1)75
eine Nullstelle besitzt.

)

Fig. 3.5.3
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Sind Anfangsbedingungen (7) vorgegeben, so werden dadurch die Integra-
tionskonstanten ¢; und cs bestimmt. Wir miissen die Ausdriicke

At

Aot
+ Co€ ]

y(t) = cre
y(t) = cideMt 4 cphoe?t

an der Stelle ¢ := 0 betrachten und erhalten wegen e’ = 1 das folgende
Gleichungssystem:
¢+ 2 = Y
Acr + Xer = o '
Es folgt
. _ Vo — A2k . _ A% — o
1 )\1 — )\2 3 2 )\1 — )\2 y

so daf} wir definitiv als Losung des Anfangswertproblems (8)A(7) erhalten:

1
y(t) = AL — Ao ((vo — Aago)e™* + (Aayo — vo)e™") .

O

Differentialgleichungen erster Ordnung, allgemein

In den beiden einfilhrenden Beispielen diente die Differentialgleichung zur
Beschreibung eines gewissen zeitlichen Ablaufs; wir haben daher die un-
abhangige Variable mit ¢ bezeichnet. Wir konnen aber auch geometrisch
argumentieren; es geht dann um “Loésungskurven” in der (x,y)-Ebene.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung hat allgemein folgende Form:

v = fzy); (11)

dabei ist die rechte Seite f: R?> ~ R eine gegebene Funktion mit einem
gewissen Definitionsbereich  C R2. Die Gleichung (11) definiert auf im-
plizite Weise eine Kurvenschar in der (z, y)-Ebene, und zwar folgendermaflen:
Fiir jedes (z,y) € Q stellt der Funktionswert f(z,y) eine im Punkt (z,y)
“angeschriebene” Steigung dar. Gesucht sind die Funktionen

y() o wr—y(e)  (zel),

mit folgender Eigenschaft: Die Tangentensteigung des Graphen G von y(-)
stimmt an jeder Stelle (zg,y0) € G mit dem dort angeschriebenen f-Wert
f(xo,y0) = f(xo, y(l‘o)) iiberein (Fig. 3.5.4). Diese Funktionen y(-) gentigen
also identisch in x der Beziehung

y(@) = fla,y(@) (zel).
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|

Steigung y/(zg) = f(xg, Yo)

G: y=y(x)

Fig. 3.5.4

In anderen Worten: Die Differentialgleichung (11) definiert ein Richtungsfeld
in dom (f) = Q (Fig. 3.5.5). Gesucht sind diejenigen Kurven in 2, die sich
in jedem einzelnen Kurvenpunkt der dort gegebenen Richtung anschmiegen.

Anmerkung: In der Theorie der Differentialgleichungen ist es tiblich, densel-
ben Buchstaben als Koordinatenvariable und als Variable fiir Funktionen mit
Werten in der betreffenden Koordinate zu nehmen, den Buchstaben y also
als Koordinate in der (z,y)-Ebene und als Variable fiir Funktionen, deren
Graph in der (z,y)-Ebene liegt.

In der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen werden unter anderem
die folgenden Grundtatsachen bewiesen:

(3.16) (a) Ist f: Q — R eine “verniinftige” Funktion, so bilden die Lésungen
der Differentialgleichung y' = f(x,y) eine einparametrige Funktionenschar

Ye(+) : T —y = ye(x) .

(b) Durch jeden Punkt (xg,yo) € € geht genau eine Liosungskurve, in an-
deren Worten: Das Anfangswertproblem

y = flz.y),  y(@o) =y
besitzt eine eindeutig bestimmte Losung
viy(z)  (wel),

wobei das Definitionsintervall I noch von (xg,yo) abhidngen kann.
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Fig. 3.5.5

Fiir die Beweisidee verweisen wir auf Satz (4.19) und das daran anschlieBende
Beispiel 4.6.(1). — Zu (a): Der Parameter ¢ “nummeriert” sozusagen die
einzelnen Losungen.

(3) Wir betrachten die Differentialgleichung

/

y = -z/y  (y>0).
Die im Punkt (z,y) vorgeschriebene Steigung
f(x,y) == —x/y
liefert die auf dem Ortsvektor (x,y) senkrecht stehende Richtung, denn —z/y
ist negativ reziprok zu y/z (Fig. 3.5.6). Die Losungskurven sind offenbar

Halbkreisbogen um O, und zwar geht durch jeden Punkt (z¢,yo) € dom (f)
genau ein derartiger Bogen. Analytisch wird die Lésungsschar durch

Ye(x) = V2 —2? (—c<x<c)

beschrieben. Q

(Steigung=—z/y)

(Steigung=y/x)

Fig. 3.5.6
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(@ Die Differentialgleichung
y =3 y?

besitzt die “ordentlichen” Losungen

ye(z) == (xz —c)?, ceR,

sowie die “auflerordentliche” Losung y(z) := 0; und wenn man will, kann
man aus diesem Material weitere Losungen fabrizieren (Fig. 3.5.7). Die zu
den Punkten (zp,0) gehorigen Anfangswertprobleme besitzen also mehrere
Losungen, in scheinbarem Widerspruch zu Satz (3.16). Dieses Phénomen
hat folgenden Grund: Die rechte Seite f(z,y) := 3|y|?/? ist in den Punkten
(0, 0) nicht geniigend “verniinftig” (genau: nicht lipstetig beziiglich y), denn
die Differenzenquotienten

— 0

f(l'(by) f(.’L‘o, )‘ :3|y|—1/3
y—20

sind fiir y — 0 unbeschrankt. O

y=(x — )

(x07 O)

Fig. 3.5.7

Ein einfaches numerisches Verfahren

Von der geometrischen Interpretation her kommt man auf das folgende ein-
fache Verfahren zur numerischen Behandlung eines Anfangswertproblems

y'=fy) . ylwe)=yo -
Das Rezept lautet (siehe die Fig. 3.5.8):
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Steigung = f(xq, y;)

Steigung = f(x, yo)

y=ylx)

(0, o)
Yo

Ty T1 T2

Fig. 3.5.8

—  Wabhle eine Schrittweite h > 0.

—  Fur k£ > 0 setze rekursiv
Tkr1 ‘= T+ h (= z, =xz0+nh),
Yrt1 = Ye + f(@r,up) h

\Lﬁsung y=y(x)

Ist y(-) die tatsdchliche Losung des vorliegenden Anfangswertproblems, so
liefert dieses sogenannte Polygonverfahren zunichst nur an diskreten Stellen

xj, Naherungswerte yy:
y(Tk) = Yk -

Man kann aber die Punkte (x, yx) durch einen Streckenzug oder auch durch
eine glatte Kurve verbinden und erhélt damit eine “angenéherte Losung” g(+).
Der Fehler |g(x) —y(z)| ist natiirlich um so kleiner, je kleiner die Schrittweite
h gewahlt wurde, und wéchst im wesentlichen exponentiell mit der Distanz

des Punktes x von zg.

(3) (Forts.) Wir behandeln das Anfangswertproblem

y=-zfy, y0)=1

L

zunéchst mit der Schrittweite h := Es ergibt sich

16
zo =0, yo=1;
T g5 1= g0t fl@ogo)h=1- - g5 — 1,
v= &, o=+ flany)h=1-4° L = 0.9961 ;

T3 = 2, ys= y2 + f(w2,yo)h = 0.9961 — 10 I — 0.9883 ;

N

rg — i, Ys = 0.8852 .
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) = 0.8852. Wiihlen wir statt-

Damit erhalten wir den Néherungswert y(%

- 1 . .
dessen h := 5z, so liefert die Rechnung

1
y(i) = y128 = 0.86726 .

Nun ist ja die wahre Losung der Kreisbogen y = /1 — 22. Der exakte Wert
an der Stelle z := % ist somit

y(%) - \/g — 0.8660 . 5

Differentialgleichungen hoherer Ordnung, Systeme von Dglen
Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

y' = flz,y,9)

definiert eine zweiparametrige Kurvenschar in der (z, y)-Ebene. Gefragt wird
nach denjenigen Funktionen

zo—y(e)  (zel),

deren Graphen G an jeder Stelle (z,y) € G die dort je nach Steigung 3’
vorgeschriebene “Kriimmung” y” = f(x,y,y’) haben; siehe die Fig. 3.5.9.
(Die dort durch den Punkt (xg,yo) gehenden Losungskurven sind je nach
Steigung verschieden stark gekriimmt.)

(0, Yo)

Fig. 3.5.9

Die Losungsfunktionen y(-) geniigen also identisch in x der Beziehung

y'(x) = flz,y(@),y'(x)) (zel).
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Fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung sieht ein korrekt gestelltes
Anfangswertproblem folgendermafien aus:

y' = flz,y,9), y(xo) =wo, ¥ (wo) =10 .

Hier ist f: R® ~ R eine gegebene Funktion, und die Anfangswerte g, vo
sind gegebene Zahlen (vgl. Beispiel @)

In Wirklichkeit kommen Differentialgleichungen hoherer als vierter Ordnung
kaum vor, wohl aber Systeme von n (> 1) Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir n unbekannte Funktionen, siehe Beispiel (1). Ein derartiges
System sieht allgemein folgendermaflen aus:

:tl = fl(t7wl7"‘7xn)
.@2 = fz(t,.fbl,... ,xn)

(12)
iTL = fn(tazlv" . ,$n)

Tritt die Variable ¢t rechter Hand nicht in Erscheinung, so spricht man von
einem autonomen ( “sich selbst tiberlassenen”) System. Die i-te Gleichung,

i = filt,x1,...,2y) bzw. ;= filz1, ..., x0),

driickt aus, in welcher Weise die zeitliche Anderungsrate der Grésse z; (zum
Beispiel des Drucks im Reaktorgefd Nr. i) vom augenblicklichen Wert aller
einbezogenen Groflen x1, ..., x, und allenfalls von t-abhéingigen &ufleren
Einfliissen abhéngt.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (3.16)(b) wird von Anfang an fiir Sys-
teme bzw. in vektorieller Form angesetzt und bewiesen. Es geht dann um
Anfangswertprobleme der folgenden Gestalt:

x = f(t,x), x(tg) = xo -

Mit Hilfe eines einfachen Tricks lassen sich Differentialgleichungen héherer
Ordnung in ein System der Form (12) verwandeln. Damit werden die fiir
derartige Systeme entwickelten numerischen Methoden auch fiir Differential-
gleichungen hoherer Ordnung verfiighar. Es sei also eine Differentialgleichung

y™ =ty ..y (13)

vorgelegt. Die Idee besteht darin, die unbekannte Funktion y(-) durch Uber-
gang zur sogenannten Jet-Extension

(yvyla y//7 s 7y(n—l)) = (x07x17 .. ,$n,1)
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in ein n-komponentiges Objekt zu verwandeln, fiir das dann n Differential-
gleichungen erster Ordnung hingeschrieben werden kénnen. Diese n Diffe-
rentialgleichungen lauten folgendermafen:

To = X1
T1 = X9
(14)
Tp—2 = Tp—1
o1 = f(t, 0,21, .., Tp-1)

Hier sorgen die ersten n— 1 Gleichungen dafiir, dass jedes z, (1 <k <mn-—1)
die Ableitung seines Vorgéngers ;1 und folglich die k-te Ableitung von xg
ist, und die letzte Gleichung garantiert

n d n— . n—
xé )zﬁxé 1):xn,l:f(t,:ro,xl,...,mn,l):f(t,aso,xg,...,az(() 1)) )
Ist also

t = (2o(t), 1(2),. .., zp—1(t))

eine Losung des Systems (14) bzw. eines zugehdrigen Anfangswertproblems,
so ist y(t) := x(t) eine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung (13).

Es gibt keinen Algorithmus, mit dem man jede formelméfig vorliegende Dif-
ferentialgleichung formelméfig 16sen (“integrieren”) kann, genau so wenig,
wie es einen Algorithmus gibt, der beliebige Gleichungen fiir eine unbekannte
Zahl z, zum Beispiel

22 +sinz—e T =0,

akzeptiert und nach endlich vielen Operationen die exakte Losung liefert. Es
gibt hingegen wichtige Typen und Klassen von Differentialgleichungen, die
formelmassig gelost werden konnen; wir werden im folgenden einige davon
behandeln. Das vollstandigste Verzeichnis derartiger “losbarer” Differential-
gleichungen findet sich in

E. Kambke: Differentialgleichungen — Losungsmethoden und Losungen.
10. Auflage, 1983 (Teubner).
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Aufgaben

1. Es sei s > 0 gegeben. Man bestimme die Differentialgleichung der Kurven
~v:y = y(z) im ersten Quadranten, die die Eigenschaft (a) bzw. (b) bzw.
(c) besitzen.

(a) Die Tangentenabschnitte zwischen Beriithrungspunkt und z-Achse be-
sitzen alle dieselbe Lange s.

(b) Die Tangentenabschnitte zwischen den beiden Koordinatenachsen be-
sitzen alle dieselbe Lange s.

(c) Die Dreiecke, begrenzt durch Tangente, Ordinate im Beriithrungs-
punkt und z-Achse, haben alle denselben Flicheninhalt s2.

2. Bestimme die Differentialgleichung des freien Falls

(a) in der Nahe der Erdoberfliche, unter Vernachlaigung des Luftwider-
stands;

(b) tiiber der Erdoberfliche, wobei nun die Abnahme der Schwerkraft zu
beriicksichtigen ist;

(¢) im Erdinnern.

An physikalischen Konstanten erscheinen nur die Erdbeschleunigung g =
9.81 m/sec? und der Erdradius R im Ergebnis. Fiir (c) mufl man wissen,
dafl die den fallenden Koérper umfassende Erdrinde keine Kraft auf ihn
ausiibt und die weiter innen liegende Erdmasse so wirkt, als ob sie im
Erdmittelpunkt konzentriert ware.

3. (a) Es sei
r: 2?4+ (y—c)?=c (ceR)

die Schar der Kreise, die die x-Achse im Ursprung beriihren. Leite
mit Hilfe geometrischer Betrachtungen die Differentialgleichung ¢y’ =
f(x,y) dieser Schar her.

(b) Eine Orthogonaltrajektorie der Schar I' ist eine Kurve o, die in je-
dem ihrer Punkte die Scharkurve v durch den betreffenden Punkt
senkrecht schneidet. Wie lautet die Differentialgleichung der Ortho-
gonaltrajektorien?

(¢) Zeichne einige Kreise der Schar I' sowie einige Orthogonaltrajektorien.
Die Figur bringt einen auf eine plausible Vermutung betreffend die Or-
thogonalschar I't. Beweise diese Vermutung elementargeometrisch.

(d) Verifiziere, daf die in (¢) geometrisch ermittelten Orthogonaltrajekto-
rien in der Tat Losungen der in (b) gefundenen Differentialgleichung
sind.

4. (a) Zeichne das Richtungsfeld der Differentialgleichung

y' = min{y, 1} .
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(b) Bestimme explizit die beiden Losungen y; (), y2(z) mit den Anfangs-
punkten

Pi=(0,—-1), Pyi= (0,3) :

5. (M) Das Anfangswertproblem

y=y*—2%, y0)=1

besitzt eine Losung der Form y(x) = ¢y + c1@ + cox? + ..., womit eine
Potenzreihe gemeint ist. Bestimme cg, ..., c4.
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Homogene lineare Differentialgleichungen, allgemein

Nach den vorbereitenden Beispielen und allgemeinen Bemerkungen des vor-
angehenden Abschnitts sind wir reif fiir die formale Behandlung einer wichti-
gen Klasse von Differentialgleichungen. Die betreffenden Differentialgleichun-
gen werden nicht mit Hilfe der Integralrechnung “integriert”, sondern mit
Hilfe eines geeigneten Ansatzes. Die in Beispiel 3.5.(2) behandelte Glei-
chung (8) gehort zu dieser Klasse und letzten Endes auch das System (3)
von Beispiel 3.5.@. — Die nun folgende Theorie ist eine schéne Anwendung
der linearen Algebra auf die Analysis.

Wir bezeichnen die unabhangige Variable wieder mit ¢ und verwenden den
Buchstaben y, auch mit Index, als Variable fiir beliebig oft differenzierbare
reell- oder komplexwertige Funktionen von t:

y: R—R bzw. R—C, tr—y(t) .

Die Gesamtheit dieser Funktionen bezeichnen wir mit C'°*°. — Eine Differen-
tialgleichung der Form

Y™ +an_y™ Y+ L Fay +agy = 0 (1)

mit reellen oder komplexen a; heifit homogene lineare Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten. Sind die a; reell, so werden reellwertige Losun-
gen gewiinscht, sind die a; komplex, so diirfen auch die Losungen komplex
sein.

Es ist in diesem Zusammenhang iiblich, die Ableitungsoperation mit D zu
bezeichnen:
D: y1—Dy =1y .

In dieser Auffassung ist D ein linearer Operator, namlich eine lineare Abbil-
dung von C'*° nach C'*°. Dieser Operator akzeptiert C'°°-Funktionen als Input
und produziert C'°°-Funktionen als Output, und fiir beliebige y1, yo» € C°,
a € Cgilt

D(y1 +y2) = Dy1 + Dy2 , D(ay) = aDy .

Sind A und B zwei derartige Operatoren (zum Beispiel Potenzen von D,
es gibt aber auch andere), so ist ihre Summe A + B (wie die Summe von
zahlenwertigen Funktionen) in naheliegender Weise definiert durch

(A+ B)y := Ay+ By,



244 3 Differentialrechnung

analog das a-fache von A durch
(ad)y == a(Ay) .

Diese Vereinbarungen setzen uns instand, die linke Seite von (1) in wesentlich
kompakterer Form zu schreiben:

v+ anay" Y 4 ary + aoy
= D"y +an_1D" 'y+ ... +a1Dy+apy
= (D" +a, D" '+ ... +a1D+ag)y
= Ly.

In dem Differentialoperator
L:=D"+a, D" '+ ... +a1D +ag (2)

sind sémtliche vorzunehmenden Differentiationen eingespeichert, so dafy nun-
mehr (1) die suggestive Form
Ly =0 (1)

erhalt.

Das mit den Koeffizienten von (1) “rein formal” gebildete Polynom
chp(A) := A" +a, NP4+ ... Fad+ag

in der (komplexen) Hilfsvariablen A heifit charakteristisches Polynom der Dif-
ferentialgleichung (1); es wird in unserer Theorie eine zentrale Rolle spielen.
Mit Hilfe dieses Polynoms kénnen wir jedenfalls die Definition (2) von L in
der folgenden Form schreiben:

L := chp (D). (2')

Wir benétigen noch einen Begriff aus der linearen Algebra: Eine endliche
Kollektion {y1,y2,...,y,} von Funktionen y; € C*° heifit linear unabhéngig,
wenn keine dieser Funktionen eine Linearkombination der iibrigen ist.

Bsp: Die Funktionen exp, cos, sin sind linear unabhéangig, die Funktionen
exp, cosh, sinh aber nicht, denn es ist

e! = cosht +sinht .
Die Gesamtheit der Losungen von (1) bzw. (1’) bezeichnen wir mit £. Diese

Losungsmenge £ ist nicht einfach ein Sack voll Funktionen, sondern besitzt
eine bestimmte algebraische Struktur:
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(3.17) L ist ein n-dimensionaler (reeller oder komplexer) Vektorraum; das
heiB3t:

(a) Sind y1, y2 und y Losungen, so sind auch die Funktionen y; + y2 und oy
(o € R bzw. € C) Losungen.

(b) Es gibt in L (verschiedene) Basen von je n linear unabhéngigen Lésungen

Yo, Y1, - -+ Yn—1. Jede Losung y € L ist dann in der Form

Yy = coYot+ciy1+ ... FCp—1Yn—1

mit geeigneten Koeffizienten c;, € R bzw. € C darstellbar.

Nach diesem Satz kennen wir alle Losungen, wenn wir n linear unabhangige
Losungen kennen. Beachte, dafl die Basis von £ (wie immer in der linearen
Algebra) nicht eindeutig bestimmt ist.

[ Unser L: C® — C ist ein linearer Operator. Aus y1, y2, y € £ folgt
daher
L(y1 +y2) = Ly; + Ly, =0, L(ay) = a(Ly) =0,

das heifit: y1 + y2 € L, ay € L. Dies beweist (a).

Zum Beweis von (b) 16sen wir n verschiedene Anfangswertprobleme, ndmlich
fiir jedes einzelne r € {0,1,2,...,n — 1} das Problem

Ly = 0;
AWP,, : y B0y =0 (0<k<n-—1, k#7),
y"(0) = 1.

Jedes dieser n Probleme besitzt nach Satz (3.16)(b) (bzw. dessen Analogon
fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung) eine wohlbestimmte Losung y..(+).

Die n Funktionen yo(-), y1(-), - - - yn—1(-) sind linear unabhéngig, denn jedes
yr(+) besitzt eine Eigenschaft, die von keiner Linearkombination der iibrigen

produziert werden kann: Es ist yy)(O) =1, aber y,(f) (0) = 0 fur alle k # r.

Es sei anderseits § € L eine beliebige Losung, und es seien ¢ := ?j(k)(O)
(0 < k <n—1) ihre Ableitungswerte bis zur Ordnung n — 1 an der Stelle 0.
Dann ist

gy=cYotcayr+ ... +Cn-1Yn—1;
denn beide Seiten dieser Gleichung sind Losungen desselben Anfangswert-

problems
Ly=0, y®0)=c (O0<k<n-1),

namlich § nach Definition der ¢; und die rechte Seite wegen der besonderen
(F) () —
Anfangswerte y; ' (0) = d,.
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Zusammengenommen ergibt sich, dass die n Funktionen yo(-), ..., ¥n—1()
eine Basis von £ bilden. N

Die charakteristische Gleichung

Die Basis von £, die wir im folgenden explizit angeben werden, ist allerdings
nicht die Kollektion yo, y1, ..., Yn—1 von Satz (3.17), sondern besteht aus
n anderen Funktionen Y, (1 < k < n), die mit der Zerlegung des charak-
teristischen Polynoms in Linearfaktoren zusammenhéngen. Die Bestimmung
der bei einem vorgelegten Anfangswertproblem waltenden Konstanten ¢y, ist
dann allerdings nicht mehr gratis wie bei den y,(-) von Satz (3.17), sondern
erfordert die Auflésung eines linearen Gleichungssystems; siehe den Schlufl
von Beispiel 3.5.(2).

Angelpunkt der ganzen Theorie ist der folgende Sachverhalt: Fiir jedes k& > 0
gilt
Dk(e)\t) — )\k eAt

und durch Linearkombination folgt fiir ein beliebiges Polynom p(-):
p(D)(eM) = p(A) e .

Versuchen wir daher, die Gleichung (1) mit dem Ansatz

zu befriedigen, so muf} gelten:

!
Ly = chp (D)(eM) = chp (M) eM = 0,

und dies ist wegen e* # 0 genau dann erfiillt, wenn
(Chp()\) :) A b AN 4+t adFag = 0 (3)

ist; vergleiche dazu nocheinmal Beispiel 3.5.(2).

Die Gleichung (3) wird als charakteristische Gleichung von (1) bezeichnet;
ihre n reellen oder komplexen Losungen Aq, As, ..., A, sind die Eigenwerte,
die Menge {\1,...,\,} =: specL ist das Spektrum des Operators L :=
chp (D).

Besitzt (3) n verschiedene Losungen Aq, ..., A, € R oder meinetwegen € C,
so sind wir fertig. Es ist nadmlich plausibel, dal dann die n Funktionen

Vi(t) = et (4)

linear unabhéngig sind (sie wachsen mit ¢ — oo ganz verschieden rasch an)
und somit eine Basis des Losungsraums £ bilden. Die Sache hat zwei Haken:
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(a) Die charakteristische Gleichung kann komplexe Nullstellen A\;, haben, ob-
wohl die Koeffizienten a; reell sind. Die zugehorigen Funktionen (4) sind
dann komplexwertig und werden vom Auftraggeber unter Umstéanden
nicht akzeptiert.

(b) Die charakteristische Gleichung kann mehrfache Nullstellen haben, so
daB es weniger als n verschiedene Eigenwerte und zugehorige Eigenfunk-
tionen (4) gibt.

Zu (a): Sind die Koeffizienten a; von chp reell, so bringt die Anwendung
des Operators L := chp (D) auf eine komplexe Funktion z(-) die Real- und
Imaginérteile nicht durcheinander. Ist z(-) eine komplexe Losung von (1),
so miissen demnach der Realteil und der Imaginérteil von z(-) je fiir sich die
Gleichung (1) befriedigen; das heifit: Rez und Im z sind dann automatisch
reelle Losungen der Differentialgleichung (1).

Es sei jetzt (bei reellen Koeffizienten a;) die Zahl
Ao == o +ivg, v #0,

ein echt komplexer Eigenwert. Nach Beispiel 1.7.@ ist dann die konjugiert
komplexe Zahl \g = juo — i ebenfalls ein Eigenwert (der gleichen Vielfach-
heit), und wir haben die beiden (wesentlich verschiedenen!) komplexwertigen
Eigenfunktionen (also Losungen)

Zo(t) = €>\0t , Zo(t) = 6>\0t .
Nach dem oben Gesagten sind in diesem Fall die beiden Funktionen

X1(t) = ReZy(t) = e’ cos(vpt) ,
Xo(t) := Im Zy(t) = e"** sin(1pt) ,

(zwar keine Eigenfunktionen, aber) linear unabhéngige reelle Losungen von
(1), die sozusagen im Verein die beiden Eigenwerte Ao und A\g gepachtet haben
(die analoge Zerlegung von Zy(+) bringt nichts Neues).

(D Betrachte fiir ein festes w > 0 die Differentialgleichung zweiter Ordnung
" +wir=0.

Es handelt sich um die Differentialgleichung der (ungeddmpften) harmoni-
schen Schwingung. Thre charakteristische Gleichung

AN 4+w=0

besitzt die beiden Losungen A\ := iw, Ay := —iw. Die allgemeinste komplex-
wertige Losung z(-) der Schwingungsgleichung ist daher

2(t) = cre™t 4 cpe c1, 0 €C,
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Fig. 3.6.1

und 148t sich als elliptische Bewegung in der komplexen Ebene auffassen.
Man kann némlich z(-) in der Form

2(t) = (e1 + ¢2) cos(wt) + i(c1 — ¢2) sin(wt)

schreiben und erkennt die Vektoren e; := ¢; + ¢ und ey := i(c; — ¢2) als
konjugierte Halbmesser (Fig. 3.6.1).

Der Raum der reellen Losungen z(-) der Schwingungsgleichung wird aufge-
spannt von den beiden Funktionen

X1(t) := Re (™) = cos(wt) ,
X5(t) = Im (e™") = sin(wt) ;
die allgemeinste reelle Losung ist daher die harmonische Schwingung

x(t) = acos(wt) + bsin(wt) , a,beR.

Hieran schlieflen wir noch die folgenden Bemerkungen:

FEine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten
reellen Koeffizienten bringt keine Oszillationen zustande, sondern immer nur
exponentielle Zu- bzw. Abnahme. Etwas anderes ist es bei einem System von
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung, zum Beispiel

T = -y
y ==z '

Dieses besonders einfache System besitzt die Losungen

x(t) := Acos(t + «)
y(t) := Asin(t + «) '
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Die Behandlung allgemeiner derartiger Systeme fiihrt auf Eigenwertaufgaben
im Sinn der linearen Algebra. So kénnen wir das System (3) von Beispiel
3.5.(D) auf folgende Weise in Matrizenform schreiben:

T -2 0 0 x
gyl = | A - 0 Yy
z 0 w0 z
Dieses System besitzt die drei Eigenwerte —A, —p und 0. O

Mehrfache Eigenwerte

Zu (b): Hier miissen wir weiter bohren. Die einfachste Differentialgleichung
(1) mit mehrfachen Eigenwerten lautet offenbar

D"y = 0. (5)
Die zugehérige charakteristische Gleichung
A" =10

besitzt die m-fache Nullstelle 0. Die Losungen von (5) sind leicht zu erraten:
Es sind die Polynome vom Grad < m; das heift, die allgemeine Losung ist

y(t) == co+ecit+ ... Fepmt™ ck €R (bzw. € C) . (6)

Wir miissen daher auch im allgemeinen Fall damit rechnen, dafl Polynome ins
Spiel kommen, und einen entsprechenden Ansatz bereithalten. Wir nehmen
also an, \g € C sei eine m-fache Nullstelle von chp; dann ist

chp (A) = p(A) (A = Ao)™

fiir ein gewisses Polynom p(+). In Anlehnung an (4) und (6) machen wir den
Losung